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はじめに

Rayleigh 散乱の新しい知見について解説しよう。この
Rayleigh 散乱断面積は『空が何故、青いか？』と言う説明
の時に重要になる現象論的な理論模型である。この散乱式
は１９世紀にRayleigh によって古典電磁気学を駆使して
計算されたものであるが、当時はまだ量子力学が発見され
ていなく、従って原子の励起状態と言う概念が存在しない
時代であった。さらに、フォトンについては古典電磁気学
の範囲でしか理解できてはいなかったため、その取扱いは
到底、信用できるものではなかったのである。

この Rayleigh の現象論的な散乱断面積 σ は光の波長 λ

に対して σ ' r2
0

(
λ0
λ

)4
と言う依存性がある。このため、波

長の短い青い光はより多く散乱されて空が青く見えるとい
うものであった。しかしながらこの場合、λ0 を具体的に計
算できる方法もなく、従ってこれは任意定数とされていた
のであった。

それで今回、この散乱断面積を量子力学における散乱理論
により導出したのである。この場合、量子論でも高次項と
して確かに良く知られている Rayleigh 散乱の断面積の形
が導出されている。ところが、具体的にλ0 を計算してこの
散乱断面積の大きさを評価して見たところ、可視光領域で
は１０桁以上、Compton散乱の断面積よりも小さい事が
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分かったのである。この suppression factor は深刻であ
り、従って、この Rayleigh 散乱の断面積は実際問題とし
ては自然界には到底、応用はできない散乱式であった。

このため『空が何故、青いか？』と言う説明が現在、振り
出しに戻っている。光と原子の Compton 散乱の断面積か
ら波長依存性が出ているので、これにより空の青さが説明
できる可能性は確かにあるが、共鳴散乱も重要であり今後
の進展を期待しようと思う。
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第1章 光と原子の散乱 T 行列

Rayleigh 散乱の断面積とは光と原子との散乱断面積のことである。これはRayleigh

によって古典電磁気学の手法により導出されたものである。この散乱断面積は量子力
学における散乱理論により２次の摂動論として導出する事が出来ている。その結果、
確かに良く知られているRayleigh 散乱の断面積の形が求められている。
しかしながら、これまでの計算においては量子論的にも古典論的にも、その断面積
の大きさがきちんと求められてはいなかったのである。これに対して、ここでは微視
的に正確な計算を実行しているため、具体的な大きさもきちんと評価する事が出来て
いる。その結果、この散乱断面積の大きさが可視光領域では１０桁以上、Compton

散乱の断面積よりも小さい事が示されている。従って、このRayleigh 散乱の断面積
は実際問題としては自然界に応用はできない事が証明されたのである。

1.1 光と電子の相互作用
光は電子としか相互作用しないので、これは原子中の電子との散乱に対応してい
る。光と電子の相互作用 Hamiltonian は

H ′ = − e

m
p ·A(x) (1.1)

で与えられている。これは非相対論的なものであるが、スピンの部分を除けば相対論
の相互作用と全く同じである (付録 A 参照)。実際、原子中の電子との散乱を扱う場
合、この表現で充分である。ここで m は電子の質量であり、p は電子の運動量演算
子である。また A(x) はベクトルポテンシャルであり

A(x) =
∑

k,λ

ελ
k√

2ωkV

(
c†k,λe

ikx + ck,λe
−ikx

)
(1.2)

で与えられる．ここで kx ≡ ωkt− k · r と定義されている．また c†k,λ, ck,λ はフォト
ンの生成・消滅演算子である。
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1.2 １次摂動の散乱
ここではまず１次摂動の散乱を考えよう。これはフォトンが電子に吸収される事に
対応するため、相互作用した電子は原子の基底状態から蹴飛ばされることになってい
る。この散乱過程は自由電子ではキネマティカルに禁止されているため、電子が束縛
されている事が条件となっている。そしてフォトンを吸収した電子は自由電子となる
かまたは隣の原子の励起状態に遷移する事になる。従って、これは光電効果の場合に
対応している。また基底状態にある電子を励起状態に遷移させる物理過程も１次摂動
の効果である。この場合、直ちに脱励起してフォトンを放出するため、結果としては
共鳴散乱になっている。

1.3 ２次摂動の散乱行列
光と原子中の電子との散乱過程 (弾性散乱)を計算しよう。この場合、摂動の２次
から散乱が起こっている。光と原子の散乱を考える場合、散乱を引き起こす非相対論
的な相互作用 Hamiltonian は式 (4.2)で与えられている。

1.3.1 散乱 T 行列の評価

原子の初期状態として |i〉 = |φ0(r)〉 を取ろう。この場合、φ0(r) は原子内の電子
の基底状態の波動関数を表している。今、フォトンと原子の弾性散乱を考えているの
で、これは終状態でもある。この時、遷移を起こすT-行列は２次の摂動論より

T =
∑
n

〈φ0|H ′|φn〉〈φn|H ′|φ0〉
(

1

En − Ei − k + iε
+

1

En − Ei + k + iε

)

'
(

e

m
√

2V k

)2 ∑

n,λ

2〈φ0|(ik · r)(p · ελ)|φn〉〈φn|(p · ελ)(−ik · r)|φ0〉
En − Ei

と書けている。ここでは En − Ei À k としているが今の議論には充分である。また
|φn〉 は電子の n番目の励起状態を表し、Ei と En は原子の基底状態と n番目の励起
状態のエネルギー固有値を表している。またフォトンの状態関数に関しては

eik·r ' 1 + ik · r + · · · (1.3)

と長波長近似を使っている。この場合、可視光領域では k ' 1.2× 105 cm 程度であ
り、また原子の半径は大きくても r ≤ 1.0× 10−7 cm−1 なので kr ' 10−2 となり、充
分良い近似である。
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ここで一つコメントしておこう。式 (1.3)における右辺第１項は原子とのCompton

散乱に対応している。ここではRayleigh 散乱の議論をしているため、この項を考慮
していないが、後でこの原子との散乱問題に関して詳しく解説している。

1.3.2 Closure 近似

ここで (En − Ei) を平均値で置き換えて近似してしまう『Closure 近似』を採用
しよう。２次の摂動論を大雑把に評価する場合、良く用いられる近似法である。この
場合、

∆E ≡ En − Ei

として、励起状態の n 依存性を無くして、励起状態全体の平均値で置き換えてしま
う事に対応している。この近似が正当化される条件は行列要素の n 依存性が特に強
くはないと言う事である。この近似法には factor 2 程度の信頼性はあると考えて良
い事が分かっている。

1.3.3 散乱 T 行列

フォトンと原子中の電子との散乱 T 行列は

T =

(
e

m
√

2V k

)2 ∑

λ

2〈φ0|(k · r)(p · ελ)(p · ελ)(k · r)|φ0〉
∆E

となっている。ここで λ については和と平均を取り、波動関数 φ0 に関しては単純な
形 φ0 = Ne−ar を仮定すると

∑

λ

(p · ελ)
2 ' 1

3
p2

〈φ0|(k · r)p2(k · r)|φ0〉 ' 3k2

となる。これより T 行列は

T =

(
e

m
√

2V k

)2
2k2

∆E
=

(
e2

V km2

)
k2

∆E

となっている。
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第2章 Rayleigh 散乱の断面積

Rayleigh 散乱の断面積を具体的に評価して行こう。特に、この断面積がどのくらい
の大きさを持っているのかを数値的に見る必要がある。

2.1 Rayleigh 散乱の断面積
微分断面積は

dσ

dΩ
= 2π|T |2 V

(2π)3
k2

(
V

c

)
=

4α2k4

m4(∆E)2
(2.1)

となっている。ここで

λ =
2π

k
, r0 =

α

m
= 2.82× 10−13 cm (2.2)

を導入しよう。r0 は電子の古典電子半径である．これらの式を用いて書き換えると
微分断面積は

dσ

dΩ
=

r2
0

2λ4
× 8(2π)4

m2(∆E)2
(2.3)

となっている。ここで

λ4
0 ≡

8(2π)4

m2(∆E)2
(2.4)

と定義するとこれはRayleigh 散乱の断面積そのものである。実際、Rayleigh 散乱
の微分断面積は

(
dσ

dΩ

)(cl)

Ray

=
r2
0

2

(
λ0

λ

)4

(2.5)

である。
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2.2 λ0の評価
具体的な数値を入れて λ0 を計算してみよう。ここで m = 0.51 MeV/c2 であり、
また ∆E ' 7 eV としている。この時

λ0 ' 1.1× 10−7 cm (2.6)

と求まる。可視光 (青色)だと λ ' 4.5× 10−5 cm なので

(
λ0

λ

)4

' 3.6× 10−11 (2.7)

となり非常に小さい。これより Rayleigh 散乱の微分断面積は
(

dσ

dΩ

)

Ray

' 3.6× 10−11 ×
(

r2
0

2

)
(2.8)

となっている。

2.2.1 Compton 散乱の微分断面積

ここでCompton 散乱の微分断面積を書いて置こう。但し、散乱前後のフォトン
の運動量 k, k′に対して k ' k′としている。微分断面積は

(
dσ

dΩ

)

Compton

= r2
0

(
1− 1

2
sin2 θ

)
(2.9)

となっている。

2.2.2 Rayleigh 散乱は起こらない！

これはRayleigh 散乱が自然界ではほとんど起こらない事を意味している。この結
果はかなり深刻である。これまで人々はRayleigh 散乱の微分断面積の形だけを気に
してきたものと思われる。しかし断面積がこれだけ小さいと言う事はこの散乱過程は
現実には起こっていない事を意味している。従って『空が何故，青いか？』と言う問
題に現在、答える事が出来ていない。
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2.2.3 次元解析による評価

Rayleigh 散乱の微分断面積

(
dσ

dΩ

)
がフォトンの運動量 k に対して

dσ

dΩ
∼ k4 (2.10)

となったことは非常に重要である。この系において、エネルギーの次元を持っている
のは電子の質量 m と ∆Eである。ここでこの ∆Eは分母に

dσ

dΩ
∼ k4

(∆E)2
(2.11)

と現われる事は２次の摂動論である事から明らかである。この場合、断面積が L2 の
次元を持つためにはどうしても電子の質量の４乗が分母にあらわれる必要がある。す
なわち

dσ

dΩ
∼ k4

m4(∆E)2
(2.12)

となるべきである。実際、量子論による散乱断面積もその通りになっている。これを
Compton 散乱と比べてみよう。Compton 散乱は

(
dσ

dΩ

)

Compton

∼ 1

m2
(2.13)

であった。∆E は k と同じ大きさなので、結局
(

k
m

)2
が suppression factor となっ

ている。そしてこれが可視光では
(

k
m

)2 ≤ 10−10 の大きさである。これは量子論的な
散乱理論による厳密な計算結果と一致している。
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第3章 光と原子のCompton 散乱

ここでは光と原子がCompton 散乱する場合の微分断面積について計算しておこう。
基本的な式はすべて第１章で解説されている。

3.1 散乱 T 行列の評価
光と原子の散乱で最も大きな断面積となる散乱 T-行列は２次の摂動論より

TA−Comp =
∑
n

〈φ0|H ′|φn〉〈φn|H ′|φ0〉
(

1

En − Ei − k + iε
+

1

En − Ei + k + iε

)

=

(
e

m
√

2V k

)2 ∑

n,λ

〈φ0|(p · ελ)|φn〉〈φn|(p · ελ)|φ0〉 2(En − Ei)

(En − Ei)2 − k2

と書けている。ここでは pole term は無視している。ここでも長波長近似

eik·r = 1 + ik · r + · · ·
を使っているが、この場合、右辺の第１項だけを考慮している。従って、これは可視
光領域の散乱に対応している。

3.1.1 Closure 近似とVirial 定理

ここで Closure 近似を使ってT-行列を書き直すと

TA−Comp =

(
e

m
√

2V k

)2
2

∆E

∑

λ

〈φ0|(p · ελ)
2|φ0〉Fk

=

(
e2

2V km

) (
4

3∆E

)
〈φ0

∣∣∣∣∣
p2

2m

∣∣∣∣∣ φ0〉Fk (3.1)

となる。ここで

Fk ≡ 1

1−
(

k
∆E

)2 (3.2)
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と定義されている。さらにクーロンポテンシャル [Vc(r) = −Ze2

r
] における Virial 定

理を使うと

〈φ0

∣∣∣∣∣
p2

2m

∣∣∣∣∣ φ0〉 = −1

2
〈φ0 |Vc(r)|φ0〉 = |E0|

と書く事が出来る。ここで E0 は基底状態のエネルギー固有値である。今、平均のエ
ネルギー ∆E として

∆E ' 4

3
|E0|

としよう。これは近似であるが、大雑把な評価のためには充分であると言えよう。こ
れより TComp は

TA−Comp =
e2

2V km
Fk

となっている。

3.2 微分断面積
これより微分断面積は

(
dσ

dΩ

)

A−Comp

= 2π

(
e2

2V km

)2
V 2k2

(2π)3
|Fk|2

となる。これを書き直すと
(

dσ

dΩ

)

A−Comp

= r2
0|Fk|2 (3.3)

となり、これが原子の場合の Compton 散乱の微分断面積である。大雑把な評価をす
る場合、可視光領域では |Fk|2 ' 1 として充分であり、これは電子に対する Compton

散乱の微分断面積と大きさがほとんど同じである事が分かる。
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3.3 Rayleigh 散乱との比較
原子の Compton 散乱とRayleigh 散乱とを比較して見よう。この時、その違い
は基本的にはフォトンの状態関数を長波長近似した時、どの項を取ったかと言う問題
に帰着されている事が分かる。事実

eik·r ' 1 + ik · r + · · · (3.4)

の展開において、第１項を取れば原子の Compton 散乱となり、第２項を取れば
Rayleigh 散乱となっている。１と比べて k · r の大きさが結局、最終的にRayleigh

散乱の大きさを大雑把には示している。
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第4章 光と原子の共鳴散乱

光と原子が相互作用して、原子が励起状態に遷移した後、直ちに脱励起する散乱過程
が共鳴散乱である。この場合、理論的に正確な取扱いは極めて難しいものであり、ど
うしても近似が必要になっている。ここでは現象論的な手法を採用して、まずは共鳴
散乱の微分断面積の大雑把な大きさとその形を求める事を第１の目的としよう。この
場合、かなり大胆な近似をしない限り先に進めないので、説明が天下り的になってい
るものと思われる。しかしながら、共鳴散乱の本質は理解されるように、出来る限り
丁寧に解説して行こう。

4.1 Lippmann-Schwinger 方程式
散乱理論を正確に取り扱おうとすると、どうしても Lippmann-Schwinger 方程
式から始める必要がある。この場合、散乱 T 行列に対する積分方程式は

T̂ = V̂ + V̂ GT̂ (4.1)

と書かれている。ここで V が散乱を起こす相互作用であり、今の場合

V̂ = H ′ = − e

m
(p ·A(x)) (4.2)

である。散乱の初期および終状態まで書くと T 行列は

T = 〈k, φ0|T̂ |k, φ0〉 (4.3)

と書かれている。ここで k は光の運動量であり、また φ0は原子の基底状態の波動関
数である。但しこの場合、一番外側の電子の波動関数に対応している。これは光と原
子の弾性散乱に対応しているが、途中で共鳴状態を経由している事を示している。
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4.1.1 伝搬関数 G

Gは伝搬関数であるが、これをどのように求めたら良いのか、共鳴散乱では非常に
難しい。ここでは共鳴散乱の微分断面積の実験結果を見て、その結果を再現できるよ
うな形を仮定しよう。すなわち、伝搬関数 Gとして

G =
1

k −∆E1 + iΓ
(4.4)

と取る事にしよう。ここで ∆E1 は光で励起できる電子の励起状態のエネルギーであ
るが、これは基底状態から測られている。Γ が散乱幅であるが、しかしこれをどうの
ように計算したら良いのかは、難し過ぎてよくわからない。基本的には考えている励
起状態の寿命と関係しているものと考えられるが、いずれにしても簡単に計算できる
と言うものではない。

4.2 共鳴散乱の T 行列
光と原子との散乱において、共鳴散乱を経由する場合の散乱の T 行列は次のよう
に書かれている。

TRes =
∑
n

〈φ0|V |φn〉〈φn|V |φ0〉
k −∆E1 + iΓ

=

(
e

m
√

2V k

)2 ∑

n,λ

〈φ0|(p · ελ)|φn〉〈φn|(p · ελ)|φ0〉
k −∆E1 + iΓ

ここでも長波長近似

eik·r = 1 + ik · r + · · ·

を採用しているが、右辺の第１項だけを取っている。ここでは遷移する状態を１個だ
け考えよう。それは E1 で遷移できる状態なので |φ1〉 に対しては最も単純な

|φ1〉 =

√
4α5

3
re−αrY10(θ, ϕ) (4.5)

と言う波動関数を仮定しよう。一方、基底状態の波動関数 |φ0〉 に対しては

|φ0〉 =

√
α3

π
e−αr (4.6)

と言う s波の状態関数を用いている。
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4.2.1 〈φ1|(p · ελ)|φ0〉 の計算
ここで 〈φ1|(p · ελ)|φ0〉 を計算しておこう。まず微分を実行すると

(p · ελ)φ0 = −i

√
4π

3
(εµY1µ)

dφ0

dr
(4.7)

である。さらに角度積分を実行すると球面調和関数の直交性より
∫

Y ∗
10(θ, ϕ)εµY1µ(θ, ϕ)dΩ = ε0 (4.8)

となる。これより 〈φ1|(p · ελ)|φ0〉 は計算されて

〈φ1|(p · ελ)|φ0〉 = −i

√
4π

3

√
4α5

3
ε0

∫ ∞

0

dφ0

dr
re−αrr2dr (4.9)

=
i

2
ε0α (4.10)

と求まる。

4.2.2 散乱 T 行列

これより散乱 T 行列は

TRes =

(
e2

2V km2

) (
α2

4

)
1

k −∆E1 + iΓ
(4.11)

となる。ここで ε2
0 = 1 を使っている。また Virial 定理を用いて

α2

2m
= 〈φ0

∣∣∣∣∣
p2

2m

∣∣∣∣∣ φ0〉 = |E0|

が証明される。但し E0 は原子の基底状態のエネルギー固有値である。従って、散乱
T 行列は

TRes =

(
e2

4V km2

) |E0|
k −∆E1 + iΓ

(4.12)

となっている。
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4.3 共鳴散乱の微分断面積
これより微分断面積は

(
dσ

dΩ

)

Res

= 2π|TRes|2 V 2k2

(2π)3

=
r2
0

4

E2
0

(k −∆E1)2 + Γ2
(4.13)

と求められた。ここで E0 は原子の基底状態のエネルギーであり、∆E1 は励起エネ
ルギーである。Γ は共鳴幅であるが、この値にこの共鳴散乱の理論的な難しさがすべ
て閉じ込められていると言ってよい。

4.3.1 微分断面積の大きさ

この微分断面積はピーク値ではかなり大きな値になっている。大雑把な評価として
E0 ' 10 eV 程度であり、Γ ' 0.2 eV くらいだとすれば

(
dσ

dΩ

)

Res

(at peak) ' 600

(
dσ

dΩ

)

A−Comp

(4.14)

となっていて、充分大きい事がわかる。

4.3.2 共鳴散乱の性質

ここで求めた共鳴散乱の微分断面積は最も単純化されたものであり、自然界に応用
した場合、どの程度信頼できるのかと言う問題は今後、検証する必要がある。特に、
この計算においては原子の状態関数として非常に単純なものを採用しているため、数
値的な信頼性が高いとはとても言えない。
さらに、伝搬関数 Gの形も大雑把には実験と合致する形になっているものと考え

ているが、これも極端に簡単化されたものである。そして、幅 Γ に関しては任意の
パラメータとして導入されている。基本的に言って、伝搬関数における虚数部 (幅 Γ)

は、その励起状態が消滅する現象を簡単な表現で代用しているので、この理論的な計
算が簡単であるわけがないのである。近い将来、こうした理論計算が行われる事を期
待したいと思っている。
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第5章 『空の青さ』と今後の方向

Rayleigh 散乱の断面積が小さすぎて自然界への応用はできない事が判明したため、
今後どうすれば空の青さを証明できるのかと言う事が大きな問題となっている。共鳴
散乱の断面積が充分大きい事は確かであるが、それがどのように実際の空の青さに反
映しているのかは自明ではない。

5.1 空の青さ
自然界では確かに空は青い。この理由の一つに Fk の影響が考えられるかも知れな

い。ここでもう一度、光と原子の微分断面積を書いて置こう。これは
(

dσ

dΩ

)

A−Comp

= r2
0|Fk|2 (5.1)

であり、Fk は

Fk ≡ 1

1−
(

k
∆E

)2 (5.2)

である。この式で可視光領域では k と ∆E にそれ程、大きな差があるわけではない。
但し、 ∆E の値には任意性がありすぎて、これに対しては大雑把な事しかわからな
いのが現状である。ここでは赤色と青色の光に対して断面積がどの程度、異なるのか
を評価して見よう。

(1) ∆E ' 7 eV の場合：
赤： |Fk|2 ' 1.1

青： |Fk|2 ' 1.4

　　　従って、青の光の方が３０％程、断面積が大きい。

(2) ∆E ' 5 eV の場合：
赤： |Fk|2 ' 1.3

青： |Fk|2 ' 2.0

　　　従って、青の光の方が６０％程、断面積が大きい。
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5.2 今後の方向
この結果を見る限り、赤い光よりも、青い光の方がより多く散乱されることは確
かな事である。しかしこれはあくまでも定性的な話であり、これが『空が何故、青い
か？』の問題を解決したことになっているとはまだ言えないであろう。
今後、より定量的な計算が必要であろう。さらに共鳴散乱の影響がどの程度、大き
いのかと言う問題も検討する必要がある。これらの問題をきちんとチェックできれば、
『空が何故、青いか？』の問題に答える事が出来るものと考えている。

5.2.1 Rayleigh 散乱の問題点

Rayleigh 散乱に関して、一つだけコメントしておこう。もしRayleigh 散乱の式
が正しかったとしたら、この場合、Thomson 散乱は起こっていない事になってい
る。これは明らかで、Thomson 散乱の断面積は光の波長依存性がないからである。
従ってこのRayleigh 散乱断面積の振る舞いは実験と矛盾している。
さらに深刻な問題点として、実はこのRayleigh 散乱断面積のパラメータ λ0 を観

測値を再現できるように現象論的に合わせたとした場合、青色の光と赤色の光の比が
６倍以上になっているのである。これは明らかに現実の反射光が白色光である事と矛
盾している。この事より、Rayleigh 散乱の断面積はたとえパラメータ λ0 を合わせ
たとしても、自然界の記述には適していなかったのである。
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付 録A 非相対論の電磁的相互作用

Dirac 方程式において電子と電磁場が相互作用している Hamiltonian を非相対論
に近似すると

H =
1

2m
p2 − e

m
p ·A +

e2

2m
A2 (A.1)

と求められる。但し、ここでは磁場などの部分は除いている。ここで右辺第３項の問
題点について解説しよう。この問題は昔、良く議論されたものであるが、最近はほと
んど取り扱われる事はないように見える。それでここではこの古い問題点をしっかり
と理解しておく必要があると思い立ち、ここに解説するものである。

A.1 場の理論における電磁的相互作用
A2 項の問題点を議論する前に、式 (A.1)における第２項について簡単なコメント
をしておこう。この第２項に対応する場の理論における相互作用 Hamiltonian は

H ′ = − e

m

∫
ψ†pψ ·Ad3r (A.2)

である。ここで電子のカレント密度は

j =
1

m
ψ†pψ (A.3)

である。但しスピン部分は除いている。この式は

H ′ = −e
∫

j ·Ad3r (A.4)

となっていて、これは相対論における電磁場と電子の相互作用 Hamiltonian そのも
のである。従って、これが相対論において正しい電磁場と電子の相互作用 H ′ である
ため、非相対論でもこれが電磁場と電子の基本的な相互作用であることは明らかであ
る。この事からしても、式 (A.1)における第３項がどのような物理的な意味があるか
は不明であり、実際、第３項に対する実験的なサポートはない。
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A.2 A2 項の１次の摂動論
右辺第３項である [ e2

2m
A2] を１次の摂動論で計算すると何も問題がないようにみえ

る。実際、これは光と電子の散乱過程に効いてくるように見えるが、しかしこの項の
実験的な確証はない。また近似して求められた Hamiltonian が信用できない事は勿
論、良く知られている事実でもある。従って、この第３項が物理的に何らかの意味が
あると言う事を主張する場合、その理論的な根拠を示す必要がある。しかしながら現
在まで、その議論がきちんと行われたと言う事実はない

A.2.1 負のエネルギー状態

特に、Compton 散乱において、負のエネルギー状態を入れないと正しい非相対論
の極限が取れない事は良く知られている事実である。これは Dirac 方程式において
は負のエネルギー状態を考慮してはじめて完全系を張っている事と関係している。こ
のため Dirac 方程式を非相対論化すると負のエネルギー状態を捨ててしまう事にな
り、その非相対論近似した Hamiltonian がどの程度、信頼できるのかと言う検証は
常に必要である。特に、光と電子の散乱において非相対論のHamiltonian を利用す
る場合、相当、注意深く計算する必要がある事は明らかであろう。

A.2.2 A2 項と電子の場との結合

第３項である [ e2

2m
A2] に関してであるが、これが電子の場と結合しない限り、特に

問題は起こらないと考えられる。電子の場と関係ない場合、それは場のエネルギーを
表しているだけであり、相互作用しないからである。
ところが

∫
ψ†ψA2d3r の形で電子の場と結合させると、これは問題を起こす可能性

が出てくる。それは Dirac 方程式から近似して非相対論の Hamiltonian を求める
時に電子の負のエネルギー状態を消してしまったからである。少なくともベクトル場
を量子化した後、このA2 項を信頼して良いと言う理由を見つける事は出来ていない。
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A.3 A2 項の２次の摂動論
このA2 項の２次摂動を計算するためには、場の Hamiltonian を書いておく必要

があろう。それは

H ′′ =
e2

2m

∫
ψ†ψA2d3r (A.5)

と書く事が出来る。この式から確かに A2 項が電子と結合している事が分かる。この
１次の摂動論はこれまでの手法で計算されたものと同じである。
ところが、この Hamiltonian の２次の摂動論を展開するとこれは２次発散が起
こってしまう事が分かっている。それは中間状態にフォトンが走るため、これはルー
プ計算となっている事と関係している。ここでは非相対論のまま計算しよう。この時、
２次の摂動論において、その発散の主要項だけ書くと

T (2) ∼
∫ Λ 1

k
d3k → Λ2 (Λ →∞) (A.6)

となり２次発散しているのである。従って、A2 項を信頼する事は出来ない事が良く
わかるものと思う。
一方、現在までの様々な計算結果と実験との比較を見る限り、式 (A.1) の第２項

[ e
m

p ·A] は相対論の式と一致していて、物理的に充分信頼できるものである。

A.4 Fermi の４粒子相互作用
弱い相互作用の歴史を勉強している人に取って、４粒子相互作用の２次の摂動計
算における２次発散の困難は良く知られている問題であろう。弱い相互作用の模型は
Feynman 達によって提案された CVC (Conserved Vector Current) 理論が非
常に大きな成功を収めたのであるが、実はこれは１次の摂動計算の範囲内のみでの話
であった。この場合、確かにほとんどの実験結果をうまく再現する事が出来たのであ
る。ところが、これは４粒子相互作用であるため、２次の摂動論計算では２次発散が
出てしまうと言う理論的な問題点が知られていたのである。
この問題を解決するために、４粒子相互作用を媒介するベクトルボソンの存在が理
論的にも実験的にも指摘されていたのである。実際、１９７０年代半ばにはこのベク
トルボソンの質量が 30 GeV/c2 以上であることが報告されていたのである。その
後、１９８０年代になって実験的にもこの Weak Vector Boson がCERN の加速
器によって発見されたのである。このベクトルボソンの導入により、２次の摂動計算
における２次発散の困難は解消されている。
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A.5 電磁場の量子化と非相対論近似
電磁場とフェルミオン場の相互作用 Hamiltonian は

H ′ = −e
∫

jµA
µd3r (A.7)

である。ここで jµ は電子のカレント密度であり

jµ = ψ̄γµψ (A.8)

である。しかしながら、電磁場 A を量子化した場合、これは相対論の物理である。
このため、これを Dirac の Hamiltonian にいれて、非相対論近似する事は出来な
い。従って、A2 の項はフォトンとフェルミオンの相互作用を考える時に現れる事の
ない式であったのである。
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