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Newton力学は質点に対する運動を記述する学問である．ここで質点とは何か？
質点とは粒子があった場合，その重心の一点の座標を r としてこの一点に対
応する「対象物」を意味している．Newton方程式はこの質点に対する時間変
化を決定する方程式である．座標が時間によるというのは場の理論になれてい
る人からすると，多少奇異な感じがする．しかし，粒子が動くわけだからその
時間変化を追うのは，ある意味では理解できる事でもある．この時間変化を決
めるNewton方程式は質量 m の質点に力 F が働いている時

mr̈ = F (A.1)

と書く事が出来る．ここで，座標の時間微分

ṙ =
dr

dt
， r̈ =

d2r

dt2
(A.2)

は便利さのために導入されたものである．力 F は重力の場合は

F = −G
Mmr

r3
(A.3)

と与えられている．ここで G は重力定数であり，M は力を生み出している重
力中心（例えば，地球の運動を考える場合，太陽）の質量である．ただし，こ
こでは重心と相対座標の問題とか地球の大きさの問題などの細かい事は全て
省略してある．いずれにしても，このNewton方程式は２階の微分方程式であ
り，その答えを何処かから持ってくれば，例えば地球が太陽の周りをどのよう
に回転して行くのかの問題は完全に解けてしまうのである．
力学の解説としては以下に２つの実例を挙げよう．それをしっかり理解すれ
ば基本的には力学は理解された事になる．但し，ここでは議論しないが，力学
で最も面白い点は剛体の力学を記述できる事であり，剛体に関する問題をきち
んと解いて理解する事は難しいものではあるが，最高に楽しいものでもある．
また，力学の方程式の諸性質を理解する上で重要になる Lagrange形式と系の
Galilei変換とLorentz変換に対する不変性を議論しよう．この事より，相対性
理論の重要性も認識できるものと思っている．
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A.1 保存力
Newton 力学の問題の解説を具体的にする前に，保存力に関して一つ重要な

コメントをしておこう．どの力学の教科書にもこのような問題は議論されてい
ないが，しかし，物理をしっかり理解するためにはどうしても考えておく必要
がある．それは「力」と言う概念はNewton 力学だけで使われていると言うこ
とである．すなわち，量子力学でも電磁気学でも力という概念は不要である．
常に「ポテンシャル」と言う概念のみが現れる．Newton 力学では力が

F = −∇V (r) (A.4)

と書けるものを保存力という．この時に確かにエネルギー保存が導かれるから
である．しかし，この式をNewton 力学内で証明する事は出来ない．何故，ベ
クトルである力F がスカラーであるポテンシャルの微分で書かれるのか，こ
れには何か条件がないといけない．数学的には

∇× F = 0 (A.5)

であれば確かに保存力となる．しかし，この式はNewton 力学の範囲では示す
事が出来ない．それではどうしてこのように力がポテンシャルの微分で書けた
のであろうか？その理由は，Newton 力学が基本方程式ではない事と関係して
いる．Newton方程式は他の基本方程式から導出されるべきものであるからで
ある．すなわち，Newton方程式は量子力学の Schrödinger 方程式から導く事
ができる．そして，この時にもともとの Schrödinger 方程式には力という概念
はなくてポテンシャルのみがあり，その微分としてNewton 力学の方程式が得
られたから，Newton 力学では常にポテンシャルの微分として力が定義されて
いるのである．

Newton 力学の方程式に保存力以外の力が現れる場合がある．これはどのよ
うな力であろうか？このような力が現れる原因を探る事はそれ程難しいもので
はない．多体問題を１体問題に無理やりなおす事をすると，どうしても複雑な
力が現れてしまう事が簡単にわかるものである．例えば，摩擦力を考える場合
がある．水滴が落下する時，その水滴は重力による力を感じるわけであるが，
実際にその水滴の運動を記述するには，重力に加えて摩擦力を考えると比較的
に簡単にその運動を理解できる場合があると言うことである．これは水滴が空
気と相互作用するからであり，この力は多体問題から派生する力となっている．
これをきちんとミクロから計算する事は事実上不可能であるが，しかし摩擦力
として１体問題により水滴の運動を取り扱う事はそれ程悪い近似ではない．
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A.2 1次元調和振動子
これはバネの問題である．この場合，力は変位 x に比例する事が実験でわ

かっている．勿論，これは変位が小さい時のみ成り立っている．この比例係数
を k とすると力 F は F =－ kx と書けるのでNewton方程式は

mẍ = −kx (A.6)

となる．この微分方程式の解は ω ≡
√

k

m
を導入すると覚えやすい形になる．

一般解は物の本から引っ張ってきて

x = A sin ωt + B cos ωt (A.7)

と書けることがわかる．これが微分方程式の解になっている事を示すには，こ
の式を入れてみれば容易に納得できるものである．この時， AとBは条件を
自分で入れないと決まらない定数である．例えば，初期条件として t = 0 で
x = 0と ẋ = v0 であるとすれば

x =
v0

ω
sin ωt (A.8)

と求められるのである．この答えを見てわかる事は，質点が振動しているとい
う事である．その振動の形が sin か cosかという事は大して重要ではない．大
切な事はそれが振動する，すなわち質点の座標が行ったり来たりの運動をして
いるという事である．そうするとその運動の周期はいくらかという事を知りた
くなる．行って戻るわけだから，これを周期と言うのは確かに合理的である．
この振動子の場合は周期 T が T = 2π

ω
と与えられる事はグラフを書いてみれ

ば直ぐわかる事である．

A.3 Kepler問題
力学で最も重要な問題は，勿論，Kepler問題である．この問題をしっかり理
解する事が力学を学ぶ事の意義の大半を占めている．Newtonの運動方程式は

mr̈ = −G
Mmr

r3
(A.9)

となる．これをそのまま解くのは結構大変である．しかし，テクニックは同時
に良く知られている．この場合は，まず上式の両辺に ṙ を掛けるのである．そ
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うすると

mṙ · r̈ = −G
Mmṙ · r

r3
(A.10)

となる．ところがこれは直ちに変形できて

m

2

dṙ2

dt
=

d

dt

GMm

r
(A.11)

となり，これはすでに解けた形になっていて，積分定数を E と置くと

E =
1

2
mṙ2 − GMm

r
(A.12)

となる．しかし，この式は１個しかなく，もともと３個あったわけだから，あ
と２個の式を導き出す必要がある．ここで角運動量 L を L = r ×mṙ と定義
する．何故，この様な角運動量を定義するのかと言うと，それはこの L が保
存量になっているからである．すなわち，

dL

dt
= ṙ ×mṙ + r ×mr̈ = −r ×G

Mmr

r3
= 0 (A.13)

となっていて時間に依らない事が簡単に証明できるのである．ここでベクトル
積においては a× a = 0 である事は具体的に入れてみればすぐに証明できる
事である．これまででわかった事は，重力下でのNewton方程式では，角運動
量 L が保存量になっているのでこれは定数である．従って，この L の方向を
z−軸に選ぶ事にしても一般性を失う事はない．こうすると，実は運動は x− y

平面になる．これは明らかで，運動を表す座標は r であるが，

r ·L = r · r ×mṙ = mr × r · ṙ = 0 (A.14)

であるから，運動は L と直交している事になり，それはすなわち x− y 平面
となっているわけである．角運動量 L の方向は z−軸にとっているので，そ
の大きさを ` = |L| と置くと 2次元極座標表示では

` = |L| = Lz = mr2ϕ̇ (A.15)

となっている．ここで，2次元極座標表示では

x = r cos ϕ, y = r sin ϕ (A.16)
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となっており，その時間微分は

ẋ = ṙ cos ϕ− rϕ̇ sin ϕ, ẏ = ṙ sin ϕ + rϕ̇ cos ϕ (A.17)

となっている．この事よりエネルギー E の式は極座標で書けて

E =
1

2
m

(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
− GMm

r
(A.18)

ここで，` = mr2ϕ̇ を用いれば

E =
1

2
m

(
ṙ2 +

`2

m2r2

)
− GMm

r
(A.19)

となり，これは r に対する１階の微分方程式になっている．この微分方程式の
解法は少し面倒ではあるが，すべて解析的に解けている．もしE がマイナス
の場合は確かにこの地球の運動は楕円運動になることが示される．

A.4 Lagrange形式
Kepler問題などの自然現象を理解するためには，運動方程式を解く事が重要
であり，それはNewton力学では微分方程式を解く事に対応している．この時，
どの座標系で解くのが一番有利であるかと言う問題は，一般にはポテンシャル
の形による．通常はデカルト座標系 (x, y, z) を用いているが，極座標 (r, θ, ϕ)

も良く使われる．これらを総称して一般座標と呼んでいる．現実に問題を解こ
うとする時，運動方程式の段階から座標系を選ぶよりも，座標系を固定しない
一般座標で Newton方程式を定式化したものが存在し，それが Lagrange形式
と呼ばれるものである．導入の段階で少し複雑に見える数学を使うのだが，実
際には簡単であり，この Lagrange形式の方が，ほとんど全ての場合において
便利で簡単になる．この事は，小学生の頃に解いた鶴亀算はかなり難しいもの
だが，同じ問題を方程式を使って解くと割合簡単に解けたという事と状況は良
く似ているのである．
それでは，Lagrange形式とは何か？この事を出来るだけ簡潔に解説したい．
ただし，Lagrange形式自体は物理的な意味合いはほとんど無い．一般座標でも
簡単にNewton方程式が求められるという事のみが，物理的な意味である．最
も簡単に Lagrange形式による方程式を求める方法は最小作用の原理を用いる
事である．これは作用という物理量を定義し，それを最小にする事でLagrange

方程式が求められるというものである．まず，作用 S を以下の様に定義する．

S =
∫ t1

t0
L(qi, q̇i)dt (A.20)
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ここで L(qi, q̇i) は Lagrangianと呼ばれるものであり，

L(qi, q̇i) = T (q̇i)− V (qi) (A.21)

で与えられる．この時， qi と q̇i は一般座標で書いた座標とその時間微分であ
る．例えば，極座標だと q1 = r, q2 = θ, q3 = ϕ と書けば， q̇1 = ṙ, q̇2 = θ̇,

q̇3 = ϕ̇ となっている． 質量 m の質点の運動エネルギー T (q̇i) は

T (q̇i) =
1

2
m

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
=

1

2
m

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2

)
(A.22)

となっている．

A.4.1 最小作用の原理

ここで，最小作用の原理を用いる時，変分法を利用する．これは Eulerに
よって発展させられた数学の形式である．今，時間 t0 から t1 まで L(qi, q̇i) と
いう物理量を時間で積分し，積分量 S を最小にするような qi = qi(t) の関数
形はどのようにしたら決定できるかという問題である．Eulerは qi の関数形
を少し変えたもの qi + δqi と元々のものとの差を δS として，δS = 0 が最小
値を与える事より，この条件から，運動方程式が求まるという事を証明した．
すなわち，

δS ≡
∫ t1

t0
L(qi + δqi, q̇i + δq̇i)dt−

∫ t1

t0
L(qi, q̇i)dt

=
3∑

i=1

∫ t1

t0

(
∂L

∂qi

− d

dt

∂L

∂q̇i

)
δqi = 0

の式から，任意の δqiに対して上式が成り立つ事から，

∂L

∂qi

− d

dt

∂L

∂q̇i

= 0 (i = 1, 2, 3) (A.23)

という Lagrange方程式が求まる．そしてこの方程式は一般座標で書かれた
Newton方程式そのものになっている．
この式を得る上での数学上のポイントは，一度，部分積分をする事である．
この時，部分積分の公式を利用した際に積分が外れた項は δqi(t0) = δqi(t1) = 0

である事から，ゼロである．この事は最小作用の原理を用いて方程式を導出す
る時，常に重要な役割を果たしている．ところで，δqi(t0) = δqi(t1) = 0の条件
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は何故必要なのであろうか？これは変分法そのものと関係している．変分法は
関数形を変化させる事であり，この関数形の変化は時間の両端 (t = t0, t = t1)

を止めておかないと出来なく，従って δqi(t0) = δqi(t1) = 0 を課すのは当然の
条件となっているのである．

A.4.2 一般座標でのNewton方程式

上記の Lagrange方程式はNewton方程式を一般座標に変換する事により求
められる．簡単な数学だけだから，以下に示しておく．この事より，確かに最小
作用の原理を用いた変分法が正しい事がよりわかり易い形で納得できるのであ
る．まずは，(x, y, z) から (q1, q2, q3) への変数変換を考える．x = x(q1, q2, q3),

y = y(q1, q2, q3), z = z(q1, q2, q3) であるので，それぞれの座標の時間微分は

ẋ =
∂x

∂q1

q̇1 +
∂x

∂q2

q̇2 +
∂x

∂q3

q̇3

ẏ =
∂y

∂q1

q̇1 +
∂y

∂q2

q̇2 +
∂y

∂q3

q̇3

ż =
∂z

∂q1

q̇1 +
∂z

∂q2

q̇2 +
∂z

∂q3

q̇3

となる．これより，

∂x

∂qi

=
∂ẋ

∂q̇i

,
∂y

∂qi

=
∂ẏ

∂q̇i

,
∂z

∂qi

=
∂ż

∂q̇i

, (i = 1, 2, 3) (A.24)

がすぐに求められる．ここで次の量 I を考えてみよう

I ≡ −∂V

∂qi

= −
(

∂V

∂x

∂x

∂qi

+
∂V

∂y

∂y

∂qi

+
∂V

∂z

∂z

∂qi

)
(A.25)

Newton方程式は mẍ = −∂V

∂x
, mÿ = −∂V

∂y
, mz̈ = −∂V

∂z
なので，I は

I = m

(
ẍ

∂x

∂qi

+ ÿ
∂y

∂qi

+ z̈
∂z

∂qi

)
であるから

I = m

{
d

dt

(
ẋ

∂x

∂qi

)
− ẋ

∂ẋ

∂qi

+
d

dt

(
ẏ

∂y

∂qi

)
− ẏ

∂ẏ

∂qi

+
d

dt

(
ż

∂z

∂qi

)
− ż

∂ż

∂qi

}

と書き直す事が出来，さらに ∂x
∂qi

= ∂ẋ
∂q̇i
等の式を使って

I = m

{
d

dt

(
ẋ

∂ẋ

∂q̇i

)
− ẋ

∂ẋ

∂qi

+
d

dt

(
ẏ

∂ẏ

∂q̇i

)
− ẏ

∂ẏ

∂qi

+
d

dt

(
ż

∂ż

∂q̇i

)
− ż

∂ż

∂qi

}



112 付録A　力学

と書ける．これらより運動エネルギーを T = 1
2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) と書くと I は

I =
d

dt

(
∂T

∂q̇i

)
− ∂T

∂qi

= −∂V

∂qi

(A.26)

と書き表す事ができる．ここでポテンシャル V は座標のみの関数と仮定する
ので ∂V

∂q̇i
= 0 である．よって，Lagrangianを L = T − V と書けば，上式は

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
=

∂L

∂qi

(i = 1, 2, 3) (A.27)

となり，確かにLagrange方程式が求まるのである．この事はかなり重要な意味
を持っている．Newton方程式を一般座標に書き直したら，必然的にLagrange

方程式になったと言う事であり，この事実は最小作用の原理が確かに正しい事
を示している．従って，これからは最小作用の原理を基本原理として使っても
安心できると言うものである．実際，最小作用の原理による変分法は数学的な
取り扱いが簡単であり，利用価値が高いものである．とはいっても，変分法に
関する数学的な厳密さは物理屋としては興味が無いし，こちらの方は数学者に
任せておけば良いと思われる．

A.5 正準形式
解析力学では常に正準変換の形式が議論されている．確かに，正準変換は
かって古典力学から量子力学を導出する際に必要であった．特にPoisson括弧
は，量子力学での交換関係と似せて議論されていたものである．しかしなが
ら，現在の理論形式はこの本で議論しているように，量子力学が基本方程式で
あると考える方がむしろ自然である．従って，物理的には正準形式自体はそれ
程意味のある事ではないが，しかし理論としてはやはり大変面白い手法であ
る．さらには，量子力学を h̄ → 0 の極限で得られる方程式はHamilton-Jacobi

の方程式であり，これはそれなりに理解しておく必要があると思われる．

A.5.1 正準変換

一般座標 (q, p)で書かれている系を適当に座標変換して (Q,P )の世界に行っ
たとしよう．この時，Hamilton方程式は同じ形で成り立つとする．すなわち

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
⇒ Q̇ =

∂H ′

∂P
, Ṗ = −∂H ′

∂Q
(A.28)
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が成立する時，この変換を正準変換という．作用 S は

S =
∫

pdq −H(q, p)dt (A.29)

となっていて，この時この作用を最小にする方程式が上記のHamilton方程式
である．従って， (Q, P ) 系に対しても

S =
∫

PdQ−H ′(Q,P )dt (A.30)

となっていれば当然Hamilton方程式が成立する事になっている．しかし，こ
の時もう一つ自由度が残っている．それは

S =
∫

PdQ−H ′(Q,P )dt + dF (A.31)

でも良いのである．ここで F は任意の関数であるが，

dF = pdq − PdQ + (H ′ −H)dt (A.32)

を満たしているもので，母関数と呼ばれている．これは，この F により正準
変換が求められるからである．微分の公式から

dF (q,Q, t) =
∂F

∂q
dq +

∂F

∂Q
dQ +

∂F

∂t
dt (A.33)

である事から

p =
∂F

∂q
, P = −∂F

∂Q
, H ′ = H +

∂F

∂t
(A.34)

が求められるのである．

A.5.2 Hamilton-Jacobiの方程式

新しい母関数として

Φ = F + PQ (A.35)

を導入すると

p =
∂Φ

∂q
, Q =

∂Φ

∂P
, H ′ = H +

∂Φ

∂t
(A.36)
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となる．ここで，作用 S を変数とみなして

S =
∫ t

t0
[pdq̇ −H(q, p)]dt (A.37)

とした時，上式を t で微分する事より

dS = pdq −Hdt =
∂S

∂q
dq +

∂S

∂t
dt (A.38)

が示され，この式より

p =
∂S

∂q
, H +

∂S

∂t
= 0 (A.39)

である事がわかる．これは母関数 Φ = S とした時に一致している．この時

H ′ = 0, Q =
∂S

∂P
(A.40)

である．ここで，新しく変換されるべき (Q,P ) は勝手に取る事が出来るから
である．これがHamilton-Jacobiの方程式である．ここで

S = −Et + S0(q), H =
p2

2m
+ V (q) (A.41)

とすれば，

E =
1

2m

(
∂S

∂q

)2

+ V (q) (A.42)

となり，これは作用 S0 に対する微分方程式になっている．この微分方程式を
解いて，その積分定数と E を新しい正準座標 (Q,P ) に対応させればNewton

方程式を解いたものと同じ結果が求められるのである．

• 調和振動子の例 : ここで実例として調和振動子の場合を挙げておこう．こ
れを理解すれば十分であると思われる．この時， S0 は

S0 =
∫ √

2m
(
E − 1

2
mω2q2

)
dq (A.43)

となる．今， P = E と対応させ，さらに Q = α (定数)としよう．この時，

α =
∂S

∂E
= −t +

√
2m

2

∫ 1√
E − 1

2
mω2q2

dq = −t +
1

ω
sin−1

(
q

q0

)
(A.44)

となり，これは調和振動子の解になっている．
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A.6 運動方程式と相対性理論
粒子の運動を記述する運動方程式はどの慣性形でも同じ形をしているべき
であるという事が相対性理論の基本原理である．ここでは，Newton方程式と
Maxwell方程式がGalilei変換とLorentz変換に対してどの様に振舞っているの
かを具体的に見て行きたい．そうすれば，変換した時の形がいかに大切である
か良くわかると思う．

A.6.1 Newton方程式とGalilei変換

これからの議論は全て S−系の運動は x−軸方向に速度 v で動いているとす
る．従って，y−軸 と z−軸は常に不変であるとして十分である．Galilei変換
の場合，変換則は x = x′ + vt′, t = t′ である．Newton方程式は x−軸方向
のみが変換を受ける可能性があるので，変換してみると

m
d2x

dt2
= −∂U

∂x
→ m

d2x′

dt2
= −∂U

∂x′
(A.45)

となり，方程式は不変である事がわかる．

A.6.2 Newton方程式とLorentz変換

Lorentz変換の場合，変換則は x = γ(x′ + vt′), t = γ
(
t′ + v

c2
x′

)
となって

いて，ただし γ は γ =
1√

1− v2

c2

であった．従って，座標の時間微分は

dx

dt
=

dx′ + vdt′

dt′ + v
c2

dx′
=

dx′
dt′ + v

1 + v
c2

dx′
dt′

(A.46)

さらに２階微分は

d2x

dt2
=

1

γ(dt′ + v
c2

dx′)
d

(
dx′
dt′ + v

1 + v
c2

dx′
dt′

)
=

d2x′
dt′2

γ3

(
1 +

v dx′
dt′
c2

)3 6=
d2x′

dt′2
(A.47)

となり，Newton方程式は全く別物になっている．すなわち, Newton方程式は
Lorentz変換に対して不変ではない．
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A.6.3 Maxwell方程式とGalilei変換

Maxwell方程式のGalilei変換による性質を考えるためには，物質が無いと
きで十分である．この時，Maxwell方程式は電場 E に対して

(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2

)
E = 0 (A.48)

となっている．Galilei変換の式より

∂

∂x
=

∂

∂x′
∂

∂t
=

∂

∂t′
− v

∂

∂x′
(A.49)

となる事がわかる．よって

 1

c2

(
∂

∂t′
− v

∂

∂x′

)2

−∇02

 E0 = 0 (A.50)

となり，Maxwell方程式はGalilei変換に対して不変ではない事がわかった．

A.6.4 Maxwell方程式とLorentz変換

Lorentz変換においては

1

c2

∂2

∂t2
−∇2 =

1

c2

∂2

∂t′2
−∇02 (A.51)

であるから，Maxwell方程式が Lorentz変換に対して不変である事は明らかで
ある．と言うか，Maxwell方程式が不変になるように Lorentz変換を決めたの
である．
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A.7 力学演習問題
力学に対する感覚を身につけるためには基本的な演習問題を解く必要があ
る．演習書は何処にでもあるので，ここでは基本的で重要な問題を議論したい．

A.7.1 単振り子

単振り子は力学演習で最も標準的でしかし重要な問題である．これをしっか
り理解すれば，力学の本質はかなり理解される事になる．単振り子の問題は，
質量 m の質点を伸び縮みしない軽くて長さ ` の紐でつるし，このつるした点
を座標の原点とする．この質点を静かに垂らした方向を y−軸とする．従って，
y−軸の向きに関しては，下向きを正の方向とする．この質点を静かに x−軸
方向にずらし，単振り子の振動を開始する．この時，質点の座標を (x, y) と
し，質点が y−軸となす角度を θ と定義する．これですべての準備が整った事
になる．この時，質点の座標 (x, y) は， x = ` sin θ, y = ` cos θ と書くこ
とが出来る．この時，これらの時間微分は ẋ = `θ̇ cos θ, ẏ = −`θ̇ sin θ と
なる．従って，この質点の運動エネルギー T は

T =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) =

1

2
m`2θ̇2 (A.52)

である事が容易に確かめられる．一方，この質点のポテンシャル V は
V = −mgy = −mg` cos θ と書ける．マイナス符号は y−軸の方向を下向き
に取った事による．この時，Lagrangianは L = T − V と書けるので

L = T − V =
1

2
m`2θ̇2 + mg` cos θ (A.53)

となる．Lagrange方程式は一般座標として θ を取れば良いので

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= m`2θ̈ + mg` sin θ = 0 (A.54)

となる．これが単振り子に対する運動方程式である．微小振動の場合 θ << 1

運動方程式は θ̈ + ω2θ = 0 となる．但し，ここで ω を ω =

√
g

`
と導入

した．この微分方程式はバネの問題と全く同じなのですぐに解く事が出来る．

そして，この運動の周期 T は T = 2π

√
`

g
で与えられる事がわかる．
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A.7.2 スケール変換

このスケール変換の問題は，演習問題としては難し過ぎると思われる．しか
し，内容が面白いし，計算は簡単なのでここで取り上げよう．今，以下の様な
Lagrangianを考えよう．

L =
1

2
mṙ2 −Krn (A.55)

ここで，K は定数であり，また n は整数である．例えばクーロン力の場合は
n = −1 であり，調和振動子ならば n = 2 である．ここで次のような変数変換
を行う．

t = αt′, r = βr′ (A.56)

この時，Lagrangianは

L =
1

2
mṙ′

2 β2

α2
−K(r′)n

βn (A.57)

ここで α2 = β2−n と仮定しよう．この時，Lagrangianは

L = βn
(

1

2
mṙ′

2 −K(r′)n
)

(A.58)

となり，元の Lagrangianに定数倍しただけのものになる．この場合，明らか
に運動方程式は変わらないので，

α = β(1−n
2 ) (A.59)

が特別な意味を持つ事になる．すなわち，この式が成り立つようなポテンシャ
ルの場合は上式の関係式がある程度，力学を知っている事に対応している．さ
らに α と β は時間と空間のスケールを表しているのでこれを典型的な定数で
代表させるとこのポテンシャルが持っている力学の一部がわかる場合がある．

• 重力の場合 (n = −1) : この場合， α ∼ T と β ∼ a とすると，T 2 ∝ a3

と書ける．これはKeplerの第３法則そのものである．すなわち，太陽の周り
を回っている地球の楕円軌道の性質として，楕円の長半径 a の２乗はその周
期 T の３乗に比例すると言うものである．
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• 単振り子の場合 (n = 1) : この場合 α ∼ T と β ∼ ` とすると T ∼ √
` と

書ける．これは単振り子の周期が T = 2π
√

`
g
であるので一致している．

• バネの場合 (n = 2) : この場合， α ∼ T と β ∼ a とすると，T ∼ a0 と書

ける．これはバネの周期が T = 2π

√
m

k
であるので，周期 T は長さの次元に

は依っていなく確かに一致している．

A.7.3 Kepler 問題 (軌道は楕円)

地球が太陽の周りを回転しているが，その軌道は楕円である．以下にその
楕円軌道を導出しよう．Kepler 問題のところで解説したように，保存量とし
てエネルギー E と角運動量 ` がある．今の場合，変数 (r, ϕ) が時間の関数と
なっている．これをもう一度書くと角運動量は ` = mr2ϕ̇ でエネルギーは

E =
1

2
m

(
ṙ2 +

`2

m2r2

)
− GMm

r
(A.60)

と表されている．ここで ṙ = · · · と ϕ̇ = · · · の形に書き直しておくと
dr

dϕ
=

ṙ

ϕ̇
=

r2

`

√√√√2m

(
E +

α

r
− `2

2mr2

)
(A.61)

と求まる．但し， α = GMm を導入した．さらにここで積分を簡単に解ける
形にするために r = 1

s
の変数変換をすると上式は

−dϕ =
`ds√

2m
(
E + αs− `2s2

2m

) =
ds√(

2mE
`2

+ 2mα
`2

s− s2
) (A.62)

となる．ここでルートの中は s の２次関数だから，必ず因数分解した形に書
き直す事が出来る．従って，上式は

−dϕ =
ds√

(s− s1)(s2 − s)
(A.63)

と書かれ，s1 と s2 はルートの中をゼロとした時の根であり，

s1 =
mα

`2
−

√(
mα

`2

)2

+
2mE

`2
(A.64)

s2 =
mα

`2
+

√(
mα

`2

)2

+
2mE

`2
(A.65)
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で与えられる．この積分は

s = s1 + (s2 − s1) sin2 θ (A.66)

と置き換えると直ちに出来てしまい，答えは

ϕ0 − ϕ = 2θ (A.67)

である．θ を s に戻しさらに s を r に戻して，後は細かい係数を入れると

r =
A

1 + ε cos ϕ
(A.68)

と書き直すことが出来る．但し，積分定数 ϕ0 をここでは ϕ0 = π と取ってい
る．また A と ε は

A =
`2

mα
, ε =

√
1 +

2E`2

mα2
(A.69)

と与えられている．この事より，E が負であれば ε < 1 となるので，確かに
軌道が楕円である事がわかる．（Keplerの第１法則）

•面積速度一定 : Kepler問題には面積速度一定の法則がある．これは角運動量
保存則そのものである．それは簡単で，楕円における微小面積は ∆S = 1

2
r2∆ϕ

と書けるので，面積速度は
dS

dt
=

1

2
r2ϕ̇ となる．ところが，` = mr2ϕ̇ であ

るから，

dS

dt
=

`

2m
(A.70)

となり，面積速度一定が導かれるのである．（Keplerの第２法則）

• 周期の２乗が長半径の３乗に比例 : Kepler 問題には周期の２乗が長半径
の３乗に比例すると言う法則かある．これも楕円の式が導かれた事から簡単
にわかる事である．それは楕円の長半径 a と 短半径 b は平面幾何の問題を解
いて

a =
A

1− ε2
, b =

A√
1− ε2

(A.71)

で与えられる事がわかり，また楕円の面積 S は S = πab である．一方，面積

速度の式を全体で一周するとこれが周期 T に対応するので S =
`

2m
T が求
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められる．従って，

S = πab =
πA2

(1− ε2)
3
2

= π
√

Aa
3
2 =

`

2m
T (A.72)

となり， T 2 ∝ a3 となっている．（Keplerの第３法則）

• 直接積分による周期 : この式は積分を直接行っても当然求められる．それ
は ϕ̇ = `

mr2 を周期 T に渡って積分すれば得られる．

`

m

∫ T

0
dt =

∫ 2π

0
r2dϕ = A2

∫ 2π

0

1

(1 + ε cos ϕ)2dϕ (A.73)

この積分は積分公式を参照するか，または εで展開する事により直ちに計算
されて

`

m
T =

2πA2

(1− ε2)
3
2

(A.74)

となり，幾何学的に求めた結果と一致している．
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電磁気学は電場 E と磁場 B に対するMaxwell方程式が基礎方程式であり，こ
れは実験から求められたものである．その意味では，Maxwell方程式が何か別
のより基本的な方程式から導かれると言う事はない．この点はNewton方程式
と異なる．Newton方程式もある意味では実験を記述するために作られたもの
であるが，しかし原子中の電子の運動は全く記述できなく，さらには運動が相
対論的になると正しくはないので，その意味では基本方程式とは言えない．一
方，Maxwell方程式はどの段階においても常に正しい方程式である事がわかっ
ている．
ここで電磁気学の難しさと関係している事でもあるが，言葉を厳格に使うと
すると，B は磁束密度と呼ばれている量である．これは物質中に磁気能率の
集団があると磁場が影響して少し変わってしまうからである．しかし，通常の
議論では磁場と磁束密度を混乱して使用しても物理に影響はないので，B を
そのまま磁場として使って行く．
この付録の最後に電流についてお話しよう．これまで，古典力学の方程式で
電流と抵抗を理解しようとした教科書が主流であるが，あの描像は若い人々を
ひどく混乱させるものであり，物理的に正しいものではない．伝導電子のエネ
ルギーは非常に小さく，従って完全に量子力学的である．すなわち，電流とは
何かといえば，電子が電位差を感じた瞬間に近隣の原子に飛び移る事によって
生じる情報の流れである．これはおよそ古典力学的な描像とは相容れないも
のであり，抵抗をNewton力学での摩擦として理解する事は，避けるべきであ
る．また，量子力学において状態の平均を取ると確かにそれは古典力学の方程
式になるが，電流を考える場合確かに平均を取る必要があるが，しかしこの平
均は統計的な平均であり，量子力学的な期待値としての平均ではない事に注意
する必要がある．
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B.1 Maxwell 方程式
Maxwell 方程式は次の４個の方程式から成り立っている．

∇ ·E =
ρ

ε0

, ∇ ·B = 0

∇×E = −∂B

∂t
, ∇×B = µ0j +

1

c2

∂E

∂t

ここで ρ と j は電荷密度と電流密度を表し，これは外から与えるべき物理量
である．すなわち，Maxwell方程式は電荷密度 ρ と電流密度 j が与えられた
時に，電場と磁場がどの様に決定されるのかを示す方程式である．この電場 E

と磁場 B が場であると言う意味はこれが時空点の関数になっていると言う事
である．すなわち，E = E(t, r), B = B(t, r) となっている．一方， ρ と j

は電磁場とは無関係であり，それらは物質が作っている．今の場合，基本的に
は電子かイオンで作られていると考えて良い．ここでそれぞれの方程式の物理
的な意味を解説しておこう．

B.1.1 Gaussの法則

最初の方程式 ∇ ·E =
ρ

ε0

はGaussの法則と呼ばれていて，静的な電

磁気学の基本方程式である．例えば磁場が存在しない場合，良くこの方程式を
使って問題を解く事が大学での電磁気学演習問題に出題されている．しかしこ
の時，実は一つ重要な事がある．このGaussの法則だけでは，この方程式を解
く事は出来ない．これは何故かと言えば，方程式は１個しかないのに，未知関
数である電場は３個の自由度を持っているからである．すなわち，{Ex, Ey, Ez}
である．しかし，この事で問題が解けなくなったりする事を心配する必要は無
い．次の方程式 (Faraday の法則)において磁場が無いと∇×E = 0 となって
いて，これは２個の方程式を含んでいるから，確かに未知変数と方程式の数は
一致していて，正しい解が求められるのである．

B.1.2 Poisson 方程式

静電場の場合，電位 φ を E = −∇φ と導入する事が良く行われ，この時
Gaussの法則から得られる方程式が Poisson 方程式

∇2φ = −ρ(r)

ε0

(B.1)
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と呼ばれている．点電荷 q が点 a にある場合，電荷密度は ρ(r) = qδ(r − a)

となるので，これは直ちに解けて，任意の点 r における電位 φ(r) は

φ(r) =
1

4πε0

q

|r − a| (B.2)

と求められる．

B.1.3 Gaussの法則の積分形

電磁気学の演習問題では良くGaussの法則の積分形というのが出てくる．そ
れは

∫

S
EndS =

1

ε0

∫

V
ρ(r)d3r (B.3)

と書かれ，ここで左辺の積分は今「自分が考えている体積 V」 を囲む表面積
S 上での積分を意味し，右辺の積分は体積 V での積分を意味している．式が
１個なのに何故，電場が求められるのであろうか？答えは簡単で，この式が使
えるのは電荷分布が球対称性とか無限平面であるとかの特別な対称性がある
場合に限り，その体積の表面での電場が求められると言っているのである．す
なわち，電荷密度が例えば球対称を持っていればこの場合，未知変数である電
場は１個の成分 Er しか持っていない．このために，１個の方程式 (Gaussの
法則の積分形)から電場が決まってしまうのである．

B.1.4 単極子が存在しない

次の方程式 ∇ ·B = 0 は電荷に対応する「磁荷」(単極子, モノポール)

なるものが存在しないと言う事を示している．これはかなり重要な事を意味し
ており，もし「磁荷」なるものが存在したとするとこの部分の方程式が時間反
転不変性を破ってしまう事になっていて，これは大変な問題を引き起こす事に
なりかねなかったのである．従って，Diracのモノポールと言われている単極
子が存在しないと言う事は電磁気学の基本方程式が時間反転不変性を破らない
方程式である事から当然の事なのである．恐らくは，Diracはこのモノポール
の存在が方程式の重要な対称性を破ってしまうと言う事を理解はしていなかっ
たものと推測される．
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B.1.5 Faraday の法則

3番目の方程式 ∇×E = −∂B

∂t
は Faraday の法則と呼ばれている式

で，これは磁場が時間変化すると起電力が生じると言う良く知られている現象
を記述する方程式である．実際，モーターによる起電力がどの様に生じるのか
と言う事は，すでに高校における物理学の重要なテーマにもなっている．理論
的には，後で見るように，ベクトルポテンシャルを導入してその時の電場と磁
場をベクトルポテンシャルで書き表すのであるが，この時 Faraday の法則は
ゲージ不変性を考える上で非常に重要な役割をする方程式になっている．

B.1.6 Ampere の法則

最後の式 ∇×B = µ0j +
1

c2

∂E

∂t
はAmpere の法則である．しかし，

Ampere の法則は右辺の第２項である
1

c2

∂E

∂t
が存在しない場合であった．

ところがこの最後の項が無いと，連続方程式が満たされなくなってしまうので
ある．連続方程式とは

∂ρ

∂t
+ ∇ · j = 0 (B.4)

の事であり，これが成り立たないと物質が何処かに消えてしまう事になり，考
えている理論模型が正しい理論では無くなってしまう事を意味している．この
連続方程式が成り立つようにAmpere の法則を書き直したのがMaxwellであ
る．従って，最後の式の第２項は非常に重要な項であり，この項をAmpere の
法則に取り入れた事は，物理学においては最も重要な発見の一つである．

Ampere の法則 ∇×B = µ0j 自体は静磁場の演習問題でよく出てくる
基本方程式である．この場合の物理的な意味は明白であり，電流密度 j が与
えられた時，それに対応してどのような磁場が作られるかという事である．こ
こで，静電場と同じ様に，Ampere の法則の積分系

∫
B · ds = µ0J (B.5)

も良く使われる．この時，電流 J は J =
∫

j · dS で与えられている．この

Ampere の法則の積分系により磁場が求められるのは，電流が特別な対称性を
持つ場合に限ると言う事は静電場の場合と同じである．
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以上，これら４つの方程式を解けば，電磁気における自然現象は理解できる
事になっている．具体的な解き方は，やはり演習書をしっかり解いてゆく事以
外に学ぶ方法は無い．しかし，ほとんどの場合は，微分方程式を解く事になる
ので，それはしっかりと覚えて行く事が，最も大切である．逆に言えば，微分
方程式を解くのが非常に早くて正確でも物理を理解する事にはならない場合
が多いので，じっくり物理を考える事の方が重要である．

B.1.7 電気双極子と磁気双極子

基本的な法則に加えて，現実の世界に極めて重要な役割を担う物理量が電気
双極子と磁気双極子モーメントである．これを「モーメント」と呼んでいるの
はそのオペレータがベクトルになっている事に起因している．オペレータを２
重極，４重極そして８重極と展開する事により電磁気的な相互作用を分類して
いるからである．しかし簡略してモーメントを省略する事ある．

• 電気双極子 : 電気双極子モーメントは，正負の電荷が近接して存在する場
合に作られる電場を遠くで観測した場合，あたかも 1個の「電気双極子」が作
る場として理解した方がわかり易い事によっている．負の電荷と正の電荷の距
離を d としてそれに電荷 e を掛けた量 p = ed を電気双極子モーメントとい
う．この時，この電気双極子モーメントが作る電位 φp(r) は

φp(r) =
1

4πε0

p · r
r3

(B.6)

となる．電場は勿論 E = −∇φp により求められる．

• 磁気双極子 : 磁気双極子モーメントは円電流に対応している．原点を中心
とした半径 a の円周上を電流 I が流れている時，その電流が作るベクトルポ
テンシャル A は

A(r) =
µ0I

4π

∫ ds

|s− r| =
µ0I

4π

1

r3

∫
(r · s)ds =

µ0

4π

m× r

r3
(B.7)

と求められる．ここで　m は磁気モーメントであり，今の場合

m = πa2Iez (B.8)

と書く事ができるのである．この時，磁場 B は

B(r) = ∇×A = −µ0

4π
∇× (m×∇)

1

r
= −µ0

4π

[
m

r3
− 3(r ·m)r

r5

]
(B.9)
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となる．ここで磁気ポテンシャルを φm として

φm(r) =
µ0

4π

m · r
r3

(B.10)

を導入すると，上記の磁場は

B(r) = −∇φm(r) (B.11)

と書ける事も覚えておくと便利である．しかし，φm(r) の物理的な意味は特に
あるわけではない．

B.2 ベクトルポテンシャル (ゲージ場)

Maxwell方程式は電場と磁場に対する方程式になっているが，この式を別の
変数で書いた方が便利である場合がある．特に，∇ ·B = 0 であるから，こ
こでベクトルポテンシャル A を導入して磁場 B をB = ∇×A と置くと，こ
の時は∇ ·B = 0 は常に成り立っている事がわかる．さらに Faraday の法則

から電場 E もE = −∇φ− ∂A

∂t
と書ける事が容易に確かめられる．ここで φ

は新しく導入されたポテンシャルで静電ポテンシャルと言う事がある．場の理
論ではベクトルポテンシャル A と静電ポテンシャル φ をまとめて４元ベクト
ル Aµ = (φ, A) と書き，ゲージ場とも呼ばれている．これら A と φ がゲー
ジ場と呼ばれている理由は次のゲージ変換と言われる変換に対して，電場 E

と磁場 B が不変であるからである．ゲージ変換とは

A′ = A + ∇χ, φ′ = φ− ∂χ

∂t
(B.12)

であり，ここで χ は χ = χ(t, r) であるような時空点に依存している任意の関

数である．実際，B = ∇ ×A とE = −∇φ− ∂A

∂t
の式に対してゲージ変換

を行うとB = ∇×A′ とE = −∇φ′ − ∂A′

∂t
となり，ゲージ変換をしても，電

場と磁場は χ には依らない事がわかるのである．このゲージ変換は単なる数
学であるが，実は物理学に大変重要な結果をもたらしてくれる．すなわちこの
ゲージ変換は電子と電磁場との相互作用を決めようとする時の指導原理とし
て使う事が出来るのである．



B.2. ベクトルポテンシャル (ゲージ場) 129

B.2.1 電子と電磁場の相互作用

Maxwell方程式を基本法則と考えた時，電子は電磁場とどの様な力をおよぼ
し合うのであろうか？これは実はゲージ不変性から決定されるのである．電磁
気学のLagrangianを書こうとするとどうしてもLagrangian密度を考える必要
がある．それは電磁場が場の理論そのものだからである．電磁場のLagrangian

密度の方は付録Eの「場の理論」の方に任せて，ここでは古典力学と電磁場の

相互作用を考えて行こう．古典力学では自由電子のLagrangianは L =
1

2
mṙ2

である．これが電磁場と相互作用する時，Lagrangianがゲージ変換に対して
不変であると仮定する．この時，Lagrangianは次の形しかない事が示される．

L =
1

2
mṙ2 + e (ṙ ·A− φ) (B.13)

この Lagrangianはゲージ変換 A′ = A + ∇χ, φ′ = φ− ∂χ

∂t
に対して

L =
1

2
mṙ2 + e (ṙ ·A′ − φ′)− e

dχ

dt
(B.14)

となる．ところが，Lagrangianに全微分項 e
dχ

dt
を加えても Lagrange方程

式は不変である．従って，この Lagrangianはゲージ変換に対して不変である
と言う事がわかるのである．
このLagrangianにより，電子と電磁場の相互作用は古典力学の範囲で決まっ
た事になる．実際，この Lagrangianから運動方程式を求めると

mr̈ = eE + eṙ ×B (B.15)

となり，良く知られているクーロン力と Lorentz力が導出されるのである．す
なわち，電子と電磁場の相互作用の形は，その Lagrangianがゲージ変換に対
して不変であるという要請をすると，結合定数 e を除いて一意的に決まって
しまうのである．ゲージ変換自体は，電場と磁場をベクトルポテンシャルで書
いて，Maxwell方程式を書き直したら，そのベクトルポテンシャルが持ってい
た単に数学的な対称性の事であった．しかし，これを拡張して電子と電磁場の
Lagrangian全体がゲージ変換に対して不変であるという要請は物理的なもの
である．そして，実際にそれを要請して作った Lagrangianから運動方程式を
求めたら，実験で必要とされているクーロン力とLorentz力が導出されたので
ある．今後，場の理論に移行して行く時にもこのゲージ原理を一つの指導原
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理にしたいと考えるのは，極めて自然なものと思われるし，実際，そのように
ゲージ不変性を考慮した場の理論が量子電磁力学であり，実験を良く記述して
いる．この量子電磁力学は，電磁場の方は基本的にそのままであり，ただ場の
量子化という手立てを施す必要があるが，電子の方はDirac場を持ってくる必
要がある．この辺の所は，後で付録 Eの「場の理論」で解説して行きたい．

B.3 電場と磁場のエネルギー
電場 E がある時，そのエネルギーは

U =
1

2
ε0

∫
|E|2d3r (B.16)

で与えられる．以下に，この式がどのようにして得られるのかを解説したい．
その導出は簡単であるが，しかしこの結果をしっかり覚えておく事の方が実は
重要である．

B.3.1 クーロン力

点 r1 に電荷 q1があり，点 r2 に q2 がある時，その間にはクーロン力が働
き，そのポテンシャルエネルギーは

U12 =
1

4πε0

q1q2

|r1 − r2| (B.17)

である．また，この電荷が N 個ある時，ポテンシャルエネルギー U は

U =
1

8πε0

N∑

i=1

N∑

j=1,j 6=i

qiqj

|ri − rj| (B.18)

である．ここで 1
2
が現われているのは，i と j の和がそれぞれN まで走ると

2回数えてしまうので，半分にしたのである．一方， i−番目の電荷が感じる
電位を φi とすると，これは i−番目の電荷以外の全ての電荷が作るものに対
応している．そしてそれは

φi =
1

4πε0

N∑

j=1,j 6=i

qj

|ri − rj| (B.19)
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と書ける．従って，ポテンシャルエネルギー U は

U =
1

2

N∑

i=1

qiφi (B.20)

と書く事ができたのである．

B.3.2 電場のエネルギー

これらの式の連続極限をとると

∑

i

→
∫

d3r, φi → φ(r), qi → ρ(r) (B.21)

となる．従って，

U =
1

2

∫
ρ(r)φ(r)d3r (B.22)

となる．ここで，Poisson 方程式 ∇2φ = − ρ

ε0

を使うと

U = −1

2
ε0

∫ (
∇2φ(r)

)
φ(r)d3r =

1

2
ε0

∫
∇φ(r) ·∇φ(r)d3r (B.23)

ここで，部分積分をしたときに，無限遠方では φはゼロであるとした．よって，

U =
1

2
ε0

∫
|E|2d3r (B.24)

となり，確かに電場のエネルギーが求められたのである．

B.3.3 磁場のエネルギー

磁場のエネルギーも元々電子が運動する事により磁場が作られ，その電子と
磁場との相互作用が磁場のエネルギーに対応している．このエネルギー密度は
ej ·Aであった．従って，これを全空間で積分すれば磁場のエネルギーが求め
られる．すなわち，

U =
1

2
e

∫
j ·Ad3r (B.25)
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であり，ここで 1
2
が現われているのは，全て積分すると電子自身が作った磁

場とその電子との相互作用が入ってしまうからである．ここでAmpere の法則
∇×B = µ0j を用いると，磁場のエネルギーは

U =
1

2µ0

∫
∇×B ·Ad3r (B.26)

となる．ここで一度部分積分をして，無限遠方でゼロとすると

U =
1

2µ0

∫
B ·∇×Ad3r =

1

2µ0

∫
|B|2d3r (B.27)

となる．

B.4 物質中の電場と磁場
電磁気学において，導体や誘電体があるとそれらが電場に与える影響を正し
く扱う事は，基本的にかなり難しいものである．導体の近くに電荷を置くとそ
れが作る電場は導体中に誘起される電荷により微妙に変化するし，また誘電体
があるところに電場をかけると誘電体中に電気双極子が作られ，その影響で微
妙に電場が変わってくるのである．以下において，なるべく直感的にその物理
が理解できる様に解説して行きたい．

B.4.1 鏡像法

電磁気学の問題を解こうとする時に，境界値問題になると一気に難しくなる
事が知られている．例えば，無限に広い導体を考え，その導体平面 (x, y) 上
から測った z−軸上の z = a の点 a に電荷 q を置いた時，その電荷が作る電
位 φ を求めよと言う問題を考える．この時，考えている空間が全空間の時は，

点 r での電位 φ(r) は直ちに求められて φ(r) =
1

4πε0

q

|r − a| となる事は

Gauss の法則からすぐに計算できる．しかしながら，ここで (x, y) 平面上で
の電位を φ(x, y, 0) = 0 と置くと，問題は一気に難しくなる．しかし，この時

問題を解く手法は良くわかっていて，Poisson 方程式 ∇2φ = −ρ(r)

ε0

に対

して，右辺がゼロの場合の Laplace方程式 ∇2φ = 0 の解を Poisson 方程式
の解に足せば良い．電位が φ(x, y, 0) = 0 を充たすためには

φ(r) =
1

4πε0

(
q

|r − a| −
q

|r + a|

)
(B.28)
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とすれば良く，実際この φ(r) はPoisson 方程式を満たしている．この式の第
２項は確かに Laplace方程式の解になっている．従ってこれより，境界条件を
充たすためには， (−q) の電荷を点 (−a) に置いた時に作られる電位を足せば
よいと言う事がわかり，これを鏡像法と呼んでいる．

B.4.2 誘電体

誘電体とは何かという事を学生からよく質問されるし，ある意味では難しい
問題である．誘電体は本質的に物質の事をしっかり理解しなければならないの
で，この点がどうしても不明瞭になる．ここでは，なるべく明確な描像を作る
べく解説して行きたい．誘電体は基本的には，電気双極子の集まりであると考
えて良い．物質に電場をかけたとすると，この時束縛の弱い電子は原子から少
しずれると考えられる．そうするとこれは電気双極子を作る事になっている．
この電気双極子を p としてこの電気双極子の分布関数を n(r) とする．ここ
で，点 R にある電気双極子 p が作る電位 φp(r) は良く知られているように

φp(r) =
1

4πε0

p · (r −R)

|r −R|3 (B.29)

で与えられる．従って，物質中では電気双極子 p が分布関数 n(r) で分布して
いるので，この時の電位 φp(r) は

φp(r) =
1

4πε0

∫
n(R)

p · (r −R)

|r −R|3 d3R (B.30)

で与えられる．ここで数学の恒等式

r −R

|r −R|3 = ∇R

(
1

|r −R|

)
(B.31)

を用いて上式を書き直すと

φp(r) = − 1

4πε0

∫ ∇R{n(R)p}
|r −R| d3R (B.32)

となる．ただし，ここで境界上での面積積分はゼロであると仮定している．さ
らに，偏極ベクトル P を P = n(R)p と定義し，また分極電荷密度 ρp を

ρp(R) = −∇R · P (B.33)
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と定義すると

φp(r) =
1

4πε0

∫ ρp(R)

|r −R|d
3R (B.34)

となる．これは分極電荷密度 ρp が作る電位そのものである．この事はGauss

の法則が

∇ ·E =
ρ + ρp

ε0

(B.35)

と物質中では変更を受ける事を示している．これは勿論，物質中に電気双極
子が誘起されたからである．一般的に良く書かれている表現は，物質中では
Gaussの法則が修正されて，電束密度で書き直した式である．これは，簡単で
上式において偏極ベクトル P を用いて書き直すと

ε0∇ ·E + ∇ · P = ρ (B.36)

であるが，この偏極ベクトル P は電場 E に比例する場合が多く，P = ε0χE

とおく事が出来る．ここで電束密度 D を D = ε0(1 + χ)E = εE とすれば，
Gaussの法則は確かに変更されて

∇ ·D = ρ (B.37)

という簡単な式に書き換えられた事になる．ここで ε を物質の誘電率と言い，
これは定数であると仮定されている．

B.4.3 磁性体

物質中にひょろひょろ電子が存在するとき，外部磁場をかけるとそれらの電
子はLarmor運動をすることになる．この場合，円電流が発生した事に対応し，
従って，これは磁気双極子に対応する．すなわち，物質中に沢山の磁気双極子
が出来た事になる．原点に磁気双極子 m が作るベクトルポテンシャルは

A =
µ0

4π

m× r

r3
(B.38)

であった．従って，この磁気双極子 m が分布関数 n(r) で物質中に存在して
いる時，ベクトルポテンシャルは

A =
µ0

4π

∫ n(r′)m× (r − r′)
|r − r′|3 d3r′ (B.39)
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となる．ここで磁化 M (r′) = n(r′)m と置き，式を変形すると

A =
µ0

4π

∫
M(r′)×∇′ 1

|r − r′|d
3r′ =

µ0

4π

∫ ∇′ ×M (r′)
|r − r′| d3r′ (B.40)

となる．この式の変形で部分積分を行い，十分遠方では場がゼロである事を
使っている．ここで iM(r) = ∇×M(r)と定義するとベクトルポテンシャルは

A =
µ0

4π

∫ iM(r0)
|r − r′|d

3r′ (B.41)

となり，電流がその分だけ変更されている．この時，Ampereの法則は

∇×B = µ0(i + iM) (B.42)

となる． iM(r) = ∇×M(r) を戻すと

∇×B = µ0(i +∇×M (r)) (B.43)

である事から，

H =
1

µ0

B −M (B.44)

と定義すれば，

B = µ0(H + M ) = µH , µ = µ0(1 + χm) (B.45)

と書けて，χm を磁気感受率という．この磁気感受率の性質をまとめよう
χm > 0の時： 常磁性体
χm < 0の時： 反磁性体
B と M が非線形の時： 強磁性体

B.4.4 電磁気学の難しさ

電磁気学はMaxwell方程式を解けば電場と磁場は求められるが，実際の問
題はかなり複雑で難しい物となる．その一つの原因としては，例えば電流を
考える時，それは電子の流れではあるが物質中を流れるので実際に真空中を
流れる場合とは，本質的に異なっている事によっている．さらにMaxwell方
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程式に加えて，良く議論されるものとして，オームの法則がある．この法則は
j = κE (但し， κ は定数) と近似的に表せるが，この方程式自体が時間反
転不変性を破っている式であり，経験的にある種の物質では良く成り立ってい
ると言う事である．従って，オームの「法則」と言っているがこれは基本法則
ではなく，むしろ「経験則」と呼ばれるべきものである．とはいっても，この
経験則は物理において非常に重要な役割を果たしている事は間違いない．オー
ムの法則があるから，実際の現象の理解が簡単になっているし，大変役に立っ
てもいるのである．
しかしながら，電磁気学の立場からすると，物事がかなり複雑になってい
る．それは物質は電磁気学の知識だけでは作れないし，その振る舞いは電磁気
学だけでは理解できないからである．物質が無い場合の電磁気学は明解であ
り，単純である．これは光同士が相互作用しないからである．すなわち，物質
がなければ，電磁気学は基本的に自由フォトンだけの世界となり，これは厳密
に解かれているし，解もしっかりとわかっている．ところが，物質があると，
それが電荷分布を惹き起こしたり，電流を生み出したり，さらには双極子モー
メントの集団が物質の中に存在したりするのである．これらがあると，それに
応じて電場や磁場が生成されるが，その電磁場を求める事は現実問題として不
可能な場合が多いのである．

B.4.5 電流とは何か？

電流とは何か？と言う問題提起をしたら，そんな事わかり切っているのでは
ないかと思われるかも知れない．しかし，普通の電磁気学の教科書に書いてあ
る電流の記述は，およそ物理的に現実離れしている事がほとんどである．電流
は電子の流れであると言う事は，勿論正しい事である．しかしながら，その電
子の運動を古典力学で扱っている場合がほとんどであるが，これは正し記述に
なっていない事は明らかである．伝導電子のエネルギーは極めて小さく，従っ
てこの電子は当然量子力学的に扱う必要がある．古典力学では全く誤った描像
になるが，抵抗値が理解できると思い込んでしまい，これが電流に対する電磁
気学の教科書の標準的な描像になっているようである．

• 導体中 : それでは，電流の正しい描像は何であろうか？それは「電流とは
導体中の電子が一斉に近隣の原子にそれぞれ遷移する事から起こる現象」とい
うものである．古典力学描像のようにある電子に注目してそれが抵抗を受けな
がら流れるわけではない．導体中の電子に電場が掛かった時，全ての電子に一
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斉に掛かり，遷移するのである．従って，電流の伝わる速さは電子が近隣の原
子に遷移するのにかかる時間と関係している．すなわち，光速とほとんど同じ
である．

• 電離した水溶液 : 電子が近隣の原子に移る事が電流であると言う事がわ
かると，ある種の電離した水溶液中では電流が流れるわけであるが，これは非
常に理解しやすいのである．液体の場合，やはり電子が近隣のイオンに移る事
が電流である．これも全体が一気に起こる現象なので，電流が流れる事が良く
理解されるのである．

• マクロな物理量 : 量子力学において，その運動を電子の状態関数で平均
(期待値をとる）すると，確かに古典力学の方程式になっている．しかし，伝
導電子による物理量である電流においては，その場合の平均は多体問題による
統計的平均である．この事により，電流がマクロな物理量として観測されるの
である．この伝導電子による電流についてより深く理解しようとする事は非常
に楽しい事に違いないが，しかしひどく難しい気がする．統計的な平均は常に
「状態」による平均である．伝導電子がマクロスケールで存在していてその統
計的平均は伝導電子と格子運動を含む全体の状態で平均して始めて観測量に
結びつくのである．
しかしながら，ミクロの理論をあてはめて模型計算を行っても，それからど
のようにしたらマクロの物理量がしっかり求められるのかに関する理論が抜け
ている．このミクロとマクロを接続する事は，今後の基本物理の最も重要な仕
事になるものと思われる．

• 電気抵抗 : 電流とは電子が隣の原子の一斉に飛び移る事であるという描
像を解説したが，それでは電気抵抗とは何であろうか？恐らく，電気抵抗の最
も重要な原因は電子と格子振動との相互作用であろうと思われる．電子が飛び
移った瞬間，電子の運動エネルギーが原子の励起を起こすか，または格子振動
のエネルギーに変換されるかのどちらかの現象が起こった時に「電気抵抗」と
してマクロレベルで観測されるのであろう．しかし，この電流自体がミクロの
理論からマクロな観測量に接続する手法が全く確立されていないため，電流が
ほとんどわかっていないと言う事になっている．
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B.5 モノポール，EDMと時間反転不変性
これまで見てきたように，Maxwell方程式は時間反転に対して不変である．
現在までの所，電磁場で時間反転不変性を破る力は見つかっていない．多くの
実験家が時間反転不変性を破る力の発見に努力しているのは，それがたとえ
微小でも新しい相互作用が存在する可能性を示す事になるからである．孤立
系においてモノポールか電気双極子モーメント (EDM)の存在が確かめられれ
ば，物理学にとって大変重要な意味を持ってくる事になる．

B.5.1 モノポール

モノポールが自然界に存在したとすると∇ ·B = 0は次のように修正される

∇ ·B = ρm (B.46)

ここで ρm はモノポールの密度分布を表す．実はこの項が時間反転不変性を破
るものになっているが，そのチェックは簡単である．まず，E と Bの場合，時
間反転に対して

t → −t : E → E, B → −B (B.47)

である．これはMaxwell方程式を見れば明らかである．従って，モノポールが
あるとこの式は時間反転不変性を破るものになっている．現在まで，モノポー
ルは見つかっていないが，実験家がそれを見つけようと努力する事の物理的な
意味は十分あると考えられる．

B.5.2 EDM

最近では，時間反転不変性を破る力の発見に関して言えば，むしろ孤立系
の電気双極子モーメント (EDM)の実験的研究が盛んである．EDMがあると
Gaussの法則 ∇ ·E = ρ

ε0
は

∇ ·E =
1

ε0

(ρ + d ·∇ρ) (B.48)

と修正される．ここで d は孤立系の持っている EDMに対応している．この
場合，d はスピンに比例していて

d = gσ (B.49)



B.5. モノポール，EDMと時間反転不変性 139

と書ける事が理論的にわかっている．このため，時間反転に対して

t → −t : d → −d (B.50)

となるので，EDMがあると時間反転不変性を破る事に対応している．
このEDM測定に関しては，現在まで多くの実験が様々な孤立系に対してな

されている．最も良く知られている実験は中性子のEDM測定である．もし中
性子のEDMが有限で見つかればそれは時間反転不変性を破る力が存在してい
る事を示している．現在までのところ，すべての実験結果は有限ではないとい
う事である．最近の実験による中性子 EDM dn は

dn ' (1.9± 5.4)× 10−26 e · cm (B.51)

となっていて，まだゼロと矛盾していない．この先，どの程度でEDMの有限
値が見つかるのか，大変興味深い問題である．

B.5.3 モノポールとEDMのHamiltonian

上記の EDMオペレータは下記のHamiltonian密度

Hedm =
i

2
dnψ̄σµνγ5ψF µν (B.52)

から得られる．これは，Lagrangian密度のなかにこの項を入れて計算すれば
Lagrange方程式から

∂kF
k0 = j0 − i

2
dn∂k(ψ̄σk0γ5ψ) (B.53)

となる．ただし，j0 = ρ は密度を表し，またF k0 はF k0 = ∂kA0− ∂0Ak = Ek

であり，電場に対応している．また， i
2
ψ̄σµ0γ5ψ はσρ に対応しており，この

事から上式は

∇ ·E = ρ + d ·∇ρ (B.54)

となることがわかる．但し，ここでは簡単のため ε0 = 1 の表示を取っている．
この事から，EDMオペレータの場合は対応するHamiltonianが存在し，それ
故 EDMによるエネルギーのズレが観測できる事を意味している．
それに対して，モノポールの場合，対応するHamiltonianは存在していない．
これは運動方程式を変更しただけであり，その基本となるMaxwell方程式で
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ある∇ ·B = 0 は，Lagrange方程式から得られるわけではなく，ベクトルポ
テンシャルで書いた時には，自動的に満たすべき方程式になっているからであ
る．その意味では，モノポールが存在した場合，何が物理的な観測量になるの
か，今ひとつ明確にわかっているわけではなく，今後研究する必要があると考
えられる．

B.5.4 電荷とは何か？

電荷とは何かという設問は電磁気学を勉強しようとしている学生にはまだ無
理であるとは思う．しかし電磁気学の問題で電荷が一様に分布している場合を
解く問題がよく出されているし，やはりここでしっかり考えておく必要がある
と思われる．電荷 e の実態は勿論電子かイオンでありそれ以外ない．それど
ころか，通常の意味での電荷を表す e は電気的な力の強さを表しているのみ
であり，場の理論の言葉で言うとそれは結合定数を表している．それでは電荷
とは何かと言えば，それは粒子が持っている「量子数」であると答えるのが最
も妥当である．そうすると，この電荷という「量子数」とは何かという疑問が
生じてくるのであるが，残念ながら，これに対して現在の理論物理では明確な
解答を与える事が出来ない．例えば，W−−ボソンはマイナスの電荷を持って
いる素粒子であるが，しかしこの粒子は電気的な力を及ぼす事はない．電荷と
いう「量子数」をもう少し深いところでしっかり理解する事は今後の重要な課
題であるし，大変面白い問題であると考えている．あるいは，何か重要なそし
て面白い物理がそこにあるような気がしている．
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B.6 電磁波

B.6.1 Maxwell 方程式

Maxwell方程式を再びここに書いておこう．それぞれの式の重要性はこれま
で見て来たとおりである．

∇ ·E =
ρ

ε0

(Gaussの法則)

∇ ·B = 0 (磁荷がない)

∇×E = −∂B

∂t
(Faradayの法則)

∇×B = µ0j +
1

c2

∂E

∂t
(Ampere−Maxwellの法則)

ここで Ampereの法則の修正をしたのがMaxwellであるが，この修正につい
てここで議論して行きたい．恐らくは，理論物理の立場からすると，この修
正こそがこれまでの理論物理の発展における最大の功績であると考えられる．
ここでは，何故それが必要であったかについて議論したい．Ampere の法則
∇×B = µ0j において，この式全体に∇ を掛けると

　∇ ·∇×B = µ0∇ · j = 0 (B.55)

となる．しかし，この式は連続方程式
∂ρ

∂t
+ ∇ · j = 0 (B.56)

と矛盾している．連続方程式は物質の流れの保存則を表しているのでこれが壊
れていたら，電荷の保存が成り立たなくなってしまうのである．これは絶対に
困るという事で書き換えたものがAmpere−Maxwell方程式である．実際，式
(B.55)に ∇ を掛けると

　∇ ·∇×B = µ0∇ · j +
1

c2
∇ · ∂E

∂t
= µ0∇ · j +

1

c2ε0

∂ρ

∂t
= 0 (B.57)

となり，c = 1√
ε0µ0
を考慮すれば，確かに上式は成り立っている事がわかる．

• 変位電流 : ここで変位電流 jd を定義しておこう．Ampere-Maxwell の法
則の最後の項の事であり，時々使われる．

jd = ε0
∂E

∂t
(B.58)

電場が時間変化するとそこに電流が流れた事に対応していると言う事である．
従って当然そこには磁場が生成されるのである．
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B.6.2 電磁場のエネルギー

ここで電磁場全体のエネルギーについて計算しておこう．この場合，仕事率
の計算が有効である．Newton力学において

d

dt

(
1

2
mṙ2

)
= F · ṙ (B.59)

が得られるが，これは単位時間あたりのエネルギーの増加を表している．従っ
て，仕事率 W0 を

W0 = F · ṙ (B.60)

で定義する．電磁場における力を代入すると

W0 = F · ṙ = eṙ · (E + ṙ ×B) = eṙ ·E (B.61)

となる．ここで N 個の電荷が分布関数 ρ で分布している時，仕事率 W0 は

W0 =
∫

ρṙ ·Ed3r =
∫

j ·Ed3r (B.62)

となる．この式をAmpere-Maxwell 方程式を用いて書き直すと

W0 =
1

µ0

∫ (
B ·∇×E −∇(E ×B)− 1

c2

∂E

∂t
·E

)
d3r (B.63)

となる．

• Poyntingベクトル S : ここでFaradayの法則を用いて，さらにPoynting

ベクトルを

S =
1

µ0

E ×B (B.64)

と定義すると仕事率 W0 は

W0 = −
∫ [

∂

∂t

(
1

2µ0

|B|2
)

+
∂

∂t

(
ε0

2
|E|2

)
+ ∇ · S

]
d3r (B.65)

となる．ここで第１，２項は通常の電場と磁場のエネルギーの変化分であり，
第３項が電磁場のエネルギーの流れに対応している．それは

∫

V
∇ · Sd3r =

∫

S
SndS (B.66)
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と書いてみればわかるように表面 S からエネルギーがコンデンサーの中に流
れ込む形になっている．

• 電磁場のエネルギー: 例題 (1): RC−回路 : 表面から流れ込む電磁場の
エネルギーの現象を理解するために，RC−回路を考えよう．容量 C のコンデ
ンサーと抵抗 R を直列につないでそれに電位差 V を与えたとしよう．コンデ
ンサーは半径 a の円板が距離 d で平行に並べてあるものと仮定しよう．この
時コンデンサーの電場E とその容量 C は

E =
V

d
, C =

ε0πa2

d
(B.67)

となる．ここで回路にながれる電流を J とすると回路の方程式は

V = RJ +
Q

C
= R

dQ

dt
+

Q

C
(B.68)

となる．ここで初期条件として t = 0で Q = 0とすればこの微分方程式の解
は直ちに書けて

Q = CV
(
1− e−

t
RC

)
(B.69)

と求められる．これより電流 J は

J =
dQ

dt
=

V

R
e−

t
RC (B.70)

となる．ここでコンデンサーの電場はその方向を z−方向として

E =
σ

ε0

ez =
Q

ε0πa2
ez =

V C

ε0πa2

(
1− e−

t
RC

)
ez (B.71)

である．この電場は時間によっているので変位電流が生じる．それは

jd = ε0
∂E

∂t
=

V

Rπa2
e−

t
RC ez (B.72)

となっている．変位電流がながれるとそれに伴って磁場ができる．Ampere-

Maxwell の法則より，円筒座標を考えて，その半径 r の面積で積分すると
∫

C
B · dr = µ0idπr2 (B.73)

より

B =
µ0idr

2
eθ =

µ0r

2πa2R
e−

t
RC eθ (B.74)
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となっている．これより表面 r = a での Poyntingベクトル S を求めると

S =
1

µ0

E ×B =
1

µ0

V C

ε0πa2

(
1− e−

t
RC

)
ez × µ0r

2πa2R
e−

t
RC eθ (B.75)

よって

S = − V 2

2πaRd
e−

t
RC

(
1− e−

t
RC

)
er (B.76)

と求められ r−方向の内向きにエネルギーが流れて行く事になる．このエネル
ギーの流れを全時間で積分すると

∫ ∞

0
Sndt =

CV 2

4πad
(B.77)

となる．Poyntingベクトルのエネルギーは表面積を掛ける必要があるのでこ
れより全エネルギーは

Etot =
∫

SndS =
CV 2

4πad
2πad =

1

2
CV 2 (B.78)

となり，これはコンデンサーに貯まったエネルギーと一致している．

• 電磁場のエネルギー: 例題 (2): LC−回路 : ここで，LC−回路を考えよ
う．容量 C のコンデンサーとコイル L を直列につないでそれに電位差 V を
与えたとしよう．コンデンサーは半径 a の円板が距離 d で平行に並べてある
ものと仮定しよう．ここで回路にながれる電流を J とすると回路の方程式は

V = L
dJ

dt
+

Q

C
= L

d2Q

dt2
+

Q

C
(B.79)

となる．ここで初期条件として t = 0で Q = 0, J = 0とすればこの微分方程
式の解は直ちに書けて

Q = CV (1− cos ωt) , ω =
1√
LC

(B.80)

と求められる．これより電流 J は

J =
dQ

dt
= V Cω sin ωt (B.81)

となる．コンデンサーの電場は

E =
V C

ε0πa2
(1− cos ωt) ez (B.82)
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となるので変位電流は

jd = ε0
∂E

∂t
=

ωV C

πa2
sin ωt ez (B.83)

となる．よって，この時に作られる磁場は

B =
µ0rωV C

2πa2
sin ωt eθ (B.84)

となっている．これより表面 r = a での Poyntingベクトル S を求めると

S =
1

µ0

E ×B =
1

µ0

V C

ε0πa2
(1− cos ωt) ez × µ0ωV C

2πa
sin ωt eθ (B.85)

よって

S = −ωCV 2

2πad
(1− cos ωt) sin ωt er (B.86)

となる．これは一周期で積分してみれば明らかなようにゼロである．すなわち
エネルギーの流れはない事になり，保存系である事を示している．
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B.6.3 電磁波の性質

電磁波について，まず，簡単で直感的な解説をして行こう．Maxwell 方程式
で物質が存在しない場合，すなわち ρ = 0 と j = 0 の時，この電磁場には物理
的に意味のある解が存在している．物質が存在しない場合のAmpere-Maxwell

の法則は

∇×B =
1

c2

∂E

∂t
(B.87)

である．この式をベクトルポテンシャルで書き直すと

∇× (∇×A) = − 1

c2

∂

∂t

(
∂A

∂t
+ ∇φ

)
(B.88)

となる．ここでGaussの法則から ∇2φ = 0 である事から，今の場合 φ = 0 と
して十分である．これとゲージ固定条件 ∇ ·A = 0より，式 (B.88)は

(
∇2 − 1

c2

∂2

∂t2

)
A = 0 (B.89)

と求められた．これは電磁場が自由粒子の方程式を満たしている事を示してい
る．この一般解が

A =
∑

k,λ

ε(k, λ)√
2ωkV

(
c†k,λe

−ikx + ck,λe
ikx

)
(B.90)

で与えられることがすぐに確かめられる．ここで

kx = ωkt− k · r (B.91)

と定義されている．これを代入すると

ωk = c|k|　 (B.92)

の関係式が求まる．これは光の分散関係式を表している．ここで ε(k, λ) を偏
極ベクトルと呼んでいる．これはゲージ固定条件∇ ·A = 0より

k · ε(k, λ) = 0 (B.93)

を満たしている．すなわち，フォトンの偏極はその進行方向と常に垂直になっ
ている．
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B.6.4 電磁波と場の量子化

ここで一つ注意しおく事がある．電磁波がベクトルポテンシャルで表される
事は確かであるが，式 (B.90)そのものが電磁波に対応するわけではない．そ
れは，この A は実数関数となっており，運動量 k の固有関数になっていな
いのである．それでは電磁波はどのようになっているのであろうか？その答え
は，場を量子化して初めて理解できる事である．後で議論するように，場の量
子化は式 (B.90)において c†k,λ, ck,λ をオペレータと考える事である．この時，
c†k,λ はフォトン 1個を生成する演算子であるため，フォトンが作られる時は必
ず式 (B.90)の第 1項のみが現われる事になっている．すなわち

〈k, λ|A|0〉 =
ε(k, λ)√

2ωkV
e−ikx (B.94)

である．これは運動量 k の固有関数になっているので，確かに正しい電磁波
の状態を表している事が良くわかるのである．

B.6.5 電磁波の発振機構

これまで見たようにLC−回路自体は保存系であり，電磁波の放出としての
外へのエネルギーの流れはない．それでは電磁波が生成される機構はどうなっ
ているのであろうか？この事を理解するためにはどうしても場の理論の基本か
ら出発せざるを得ない．まず，電磁場 A と電子との相互作用は電荷 e をカレ
ントの方に入れた標識を取ると

HI = −
∫

j ·Ad3r (B.95)

であり，ここから考えざるを得ない．この時，この相互作用の時間変化を考え
る必要がある．時間変化を考えた時に初めてエネルギーの生成を議論できるか
らである．すなわち，

W ≡ dHI

dt
= −

∫ [
∂j

∂t
·A + j · ∂A

∂t

]
d3r (B.96)

となる．ここで スカラーポテンシャル φ がない時を考えて十分なので電場は

E = −∂A

∂t
(B.97)
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と書けている．よって W は

W = −
∫ ∂j

∂t
·Ad3r +

∫
j ·Ed3r (B.98)

となる．ここで式 (B.60) から明らかなように第２項は W0 そのものである．
従って，第１項をW1 として

W1 = −
∫ ∂j

∂t
·Ad3r (B.99)

を計算する必要がある．まずは
∂j

∂t
の計算である．簡単のために非相対論的な量

子力学を用いよう．また，基本的なポテンシャルはZeeman効果のHamiltonian

なので

H = − e

2m
σ ·B0 (B.100)

を仮定して十分である．ここで電子の質量をm としている．また外場 B0 は
座標 rの関数であるとしている．ここで外場 B0 を z−軸方向にとっても一般
性を失わないのでB0 = B0ez としよう．この時，非相対論の量子力学ではカ
レント j が

j =
e

m
ψ†p̂ψ (B.101)

で与えられている．ここで p̂ = −i∇ である．これより
∂j

∂t
=

e

m

[
∂ψ†

∂t
p̂ψ + ψ†p̂

∂ψ

∂t

]
= − e

2m2
∇B0(r) (B.102)

となることが計算できる．従って，単位時間のエネルギーの変化率は

W1 =
∫ e

2m2
(∇B0(r)) ·Ad3r (B.103)

と求められた．ここで注意する事として，ベクトルポテンシャル Aと外場 B0

の違いである．今の場合， A は電子から発生された電磁場を表している．一
方，外場 B0 は電子とは直接は関係のない場であり，他の粒子によって作られ
た外場としての電磁場である．これを見ても明らかなように，発振回路などに
おける電磁波の生成は電子だけの孤立系で起こる現象ではなく，それ以外の場
が存在しない限り起こらないのである．もう少し具体的に言うと，外場 B0 は
B0 6= ∇×A であり，このベクトルポテンシャルA とは結びつかないと言う
事である．発振回路においては，この磁場B0 はコンデンサーかまたはコイル
が作る磁場によるものと考えて良い．また，加速器において電子が電磁波を放
出する機構においては，B0 は電子をその軌道に閉じ込めているために掛けら
れている磁場そのものである．
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B.6.6 電磁場の量子化

電磁場の量子化について，これまでの場の理論の教科書に混乱した記述が多
すぎるので，ここでは，学部生には難しすぎる問題ではあるが，きちんとした
解説を行っておこう．これにより，フォトンの偏極ベクトルの理解が深まるも
のと期待している．
電磁場の量子化は実験から始まっている．最も単純なところでは，水素原子
における 2p 1

2
から 1s 1

2
状態への遷移の際放出される光の問題がある．2p 1

2
の

状態では電磁場の状態は真空であったのに，1s 1
2
状態では１個フォトンが生成

されている．これは通常の電磁場の理論では理解できない．そこで考案された
のが「場の量子化」である．何故量子化と呼ばれるのかと言うと，それは場を
オペレータで書くからである．電磁場の量子化を式で書くと

A(x) =
∑

k

2∑

λ=1

1√
2V ωk

ε(k, λ)
[
ck,λe

−ikx + c†k,λe
ikx

]
(B.104)

となり，ここで ωk = |k| である．また，ε(k, λ) は偏極ベクトルで

ε(k, λ) · k = 0, ε(k, λ) · ε(k, λ′) = δλ,λ′ (B.105)

を満たしている．量子化とは展開係数 ck,λ と c†k′,λ′ に対して

[ck,λ, c†k′,λ′ ] = δk,k′δλ,λ′ (B.106)

の関係式を仮定する事である．この時，展開係数 ck,λ と c†k,λ′はもはや単なる
数ではなくて，オペレータになっている．このため，このオペレータが作用す
る空間を定義する必要があり，それを Fock空間と呼んでいる．式で書くと，

ck,λ|0〉 = 0 (B.107)

を満たす |0〉 を真空という．従って，この真空に c†k,λ′ をオペレートすると，

c†k,λ′|0〉 = |k, λ〉 (B.108)

となり，これは運動量 k， 偏極 λ をもつフォトンの状態が生成された事を意
味している．

• 偏極ベクトル εµ(k, λ) に対する方程式 : ここで偏極ベクトル εµ(k, λ) につ
いてコメントしておきたい．これまで，この偏極ベクトル εµ(k, λ) に対して重
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大な見誤りがあった．それは，運動方程式を解く事なしに議論を進めてしまっ
た事によっている．まずはゲージ固定する前に運動方程式の構造を理解してお
く必要があるという事は当然である．電磁場 Aµ に対する Lagrange方程式は

∂µF
µν = ∂µ∂

µAν − ∂ν∂µA
µ = 0 (B.109)

と求められている．自由フォトンの解の形が

Aµ(x) =
∑

k

2∑

λ=1

1√
2V ωk

εµ(k, λ)
[
ck,λe

−ikx + c†k,λe
ikx

]
(B.110)

で与えられるので，この式を (B6.55)式に代入する．その結果，

k2εµ − (kνε
ν)kµ = 0 (B.111)

が求められる．これを行列で書き直すと

3∑

ν=0

{k2gµν − kµkν}εν = 0 (B.112)

となる．この式でゼロでない偏極ベクトル εµ(k, λ) が存在するための必要十分
条件はその行列式がゼロである．すなわち，

det{k2gµν − kµkν} = 0 (B.113)

である．この方程式の解を探してみると k2 = 0　 が解である事が簡単に証
明できる．それは det{−kµkν} = 0 であるからである．この k2 = 0 の式を
(B6.56)式に代入すると

kµε
µ = 0 (B.114)

の式が得られる．これはよく知られているLorentzゲージ固定に対応した式で
ある．重要な事はこの式が運動方程式から得られた事であり，ゲージ固定とは
無関係である事である．これはLorentzゲージがゲージ固定の条件としては不
適当なものである事を示している．従って，それ以外のゲージ固定が必要とな
る．例えば，Coulombゲージ固定を選ぶと，k · ε = 0 となるので，これから
明らかに ε0 = 0 となっている．さらには，フォトンの自由度は確かに２個で
ある事がわかる．この事から，確かに偏極ベクトル εµ(k, λ) が (B6.51)式で書
けている事がわかるのである．
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この計算手法は自由粒子に対するDirac方程式を解く時に行ったものと全く同
じである．Dirac方程式の場合も同じように行列式がゼロ (det{α·k+mβ−E} =

0)という条件によりエネルギーの分散関係式 (E = ±√k2 + m2 )が求まり，
それをもとのDirac 方程式に代入する事によりDirac の波動関数が決まる．し
かしどう云うわけか，これまでこの電磁場Aµ における偏極ベクトル εµ(k, λ)

に対する方程式は解かれる事がなかったのである．恐らくはゲージ不変性に振
り回されていたからであろうと思われる．Dirac方程式の場合，４個の自由度
のうち，正負の状態の形状は決まるが，スピンの自由度 (スピンアップとダウ
ン)は決まらないままであった．電磁場の場合，自由度は４個であったが，分
散関係式を代入して１個の条件 (Lorentz 条件)が決まったのである．残り３個
のうち，ゲージ固定により，１個自由度が減り，結局，フォトンはスピンが１
であるにもかかわらず，自由度は２個になったのである．そしてこれは実験事
実とも合っている．また，フォトンの偏極ベクトル ε(k, λ) には

ε(k, λ) · ε(k, λ′) = δλ,λ′ (B.115)

という直交関係式が存在している．従って，フォトンの偏極ベクトルは進行方
向に対して直行する平面でそれぞれが直交するような２個のベクトルで成り
立っている事が分かる．但し，この描像には少し無理があることも理解する必
要がある．それは，フォトンには静止系が存在していないので，上述した平面
は仮想的であり，フォトンの静止系があったとした時の想像のピクチャーであ
る．つまりは，フォトンの偏極ベクトルに対してはそれ程簡単には物理的な絵
を書く事が出来ないという事である．但し，フォトンが電子と相互作用して電
子に吸収される場合を考えると，この場合はある程度偏極ベクトルの描像を作
る事が出来る．この時は，電子の静止系が定義されているので，吸収された瞬
間のフォトンの偏極ベクトルはフォトンの進行方向と直交する方向になってい
る．そしてその事は必ず電子のスピンの磁気量子数に反映されている．

B.6.7 フォトンの状態関数

多くの電磁気学の教科書において，フォトンが電場 E(r, t) と磁場 B(r, t)

と関係している様な記述が見受けられる．しかし，これはこれまでの議論を理
解すれば明らかな様に，全くの間違いである．ベクトルポテンシャル A(r, t)

をゲージ固定した後，それを量子化したものがフォトンであり，これはもはや
電場や磁場と関係をつける事が出来ないし，それ以上に関係をつける必要はさ
らにない．電場と磁場は常に実数として理解されるが，フォトンの状態は複素
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数である．これは電磁波の状態が

〈k, λ|A|0〉 =
ε(k, λ)√

2ωkV
e−ikx (B.116)

と表されている事からも明らかである．従って，フォトンの状態は上式で表さ
れており，それで全てである．後は，偏極ベクトルについてしっかり理解する
事である．偏極ベクトル ε(k, λ) は

ε(k, λ) · k = 0, ε(k, λ) · ε(k, λ′) = δλ,λ′ (B.117)

を満たす事が条件である．今，フォトンの進む方向を z−軸とした場合，最も
単純な偏極ベクトルとしては

ε(k, 1) = ex, ε(k, 2) = ey (B.118)

と取る事であろう．この場合，例えば電子のスピンの量子化軸として静磁場を
x−軸方向に掛けた時，偏極ベクトルの x−軸への射影は 1 と 0 となっている．
勿論，x−軸を逆にとれば，その射影は−1 と 0 となる．これを偏極ベクトル
の磁気量子数と呼んで良いかどうかは議論の余地があろう．それは上述したよ
うに，フォトンには静止系が定義できないからである．

B.6.8 フォトンの偏光

フォトンはスピンが１であり，その成分は２個ある事を見てきたが，この２
つの状態は偏極ベクトルとして記述される．生成されたフォトンは基本的に
はこの２つの状態が混ざっている．しかし，注意すべき事は，１個のフォトン
をとれば，これは勿論そのどちらかの状態になっている．１００個のフォトン
が生成されたら，５０個のフォトンが一つの偏極状態を持ち，あとの５０個の
フォトンがもう一つの偏極状態を持っている．

• 偏光板 : 偏光板にフォトンを通す事により，この偏極状態を分離する事
ができる．その意味では偏光はフォトンにとって極めて重要な物理現象である
と言える．この場合，生成されたフォトンがどのような偏極状態を持つかは，
偏光板の結晶構造やその電子状態に依存している．式 (B.118) で与えられる場
合もあれば，

ε(k, 1) =
1√
2
(ex + ey), ε(k, 2) =

1√
2
(ex − ey) (B.119)
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となる場合もあるが，それらは偏光板の構造に依っている．しかし，フォトン
が偏光板でどのような散乱を起こすのかは，理論的にはかなり難しい問題であ
る．散乱は Compton 散乱であり，この多重散乱をしっかり計算すればよく，
その意味では勿論，計算可能ではある．しかし，これまでにどの程度，信頼で
きる現実的な計算が行われてきたかは良くわからない．

• 原子状態の遷移 : もう一つ，フォトンの偏光が決まる場合がある．それ
は例えば，原子状態の遷移によってフォトンが生成される場合，その原子中の
電子のスピン状態が偏極している場合である．この場合は常に特別に偏光し
たフォトンが観測される事になる．原子系のスピンを偏極させる事はそれ程難
しくはなく，従って，特殊に偏光したフォトンを作る事もそれ程難しい事では
ない．

B.6.9 偏極ベクトルの群論的解説

フォトンのスピンが１である事に関しては，群論的な言葉で言えば，偏極ベ
クトルがランク１のテンサーである事から明らかである．しかし，この偏極ベ
クトルは角運動量とは異なっている．特に，偏極ベクトルは座標には依ってい
ない．この点では，偏極ベクトルがむしろ電子のスピンの方により近いと言う
事もできる．しかし，スピンとも異なっている．電子のスピンは角運動量と同
じ代数関係を満たしているのに対して，偏極ベクトルはそのような代数関係は
存在していない．さらに言えば，ベクトルポテンシャルを量子化した時にオペ
レータの中に現れてはいるが，しかし偏極ベクトルはオペレータの性質は持っ
ていなく，状態ベクトルと考えた方が良い．これらの事より，フォトンのスピ
ンはそのスピンの大きさが１である事は確かであるが，電子の角運動量ともス
ピンとも微妙に異なっている．この事がフォトンのスピン（偏極ベクトル）を
きちんと理解する事がある意味で簡単ではない事の理由でもあろう．
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B.7 電磁気学演習問題
Maxwell方程式を理解するためには，やはり演習問題を解くのがベストであ
ると考えられる．この場合，現実的ではない状態を仮定する事が多いが，理解
を深めるためには仕方が無いものである．以下に議論する基本的な問題をきち
んと理解すれば，電磁気学の本質は理解できるものと思う．

B.7.1 例題 (1)： 球の表面に電荷 Q がある時の電場

今，半径 a の球の表面に電荷 Q が一様に分布しているとしよう．この時，
表面電荷密度を σ とする時，4πa2σ = Q である．まずは，この電荷分布が生
み出す電位 φ を求めて行こう．出発の方程式はGaussの法則 ∇ ·E =

ρ

ε0

で

ある．静電場の場合，∇×E = 0 であるから，E = −∇φ と置く事ができる．
従って，Gaussの法則は

∇2φ(r) = −ρ(r)

ε0

(B.120)

と書けて，これは Poisson方程式と呼ばれている．この方程式は

∇2 1

|r − r′| = −4πδ(r − r′) (B.121)

である事に注意すると簡単に解けて

φ(r) =
1

4πε0

∫ ρ(r′)
|r − r′|d

3r′ (B.122)

と求められる．この式の証明は簡単で，Poisson方程式に入れてみれば直ちに
示される．ここで，半径 a の球の表面に電荷 Q が一様に分布している場合の
電荷密度は ρ(r) = σδ(r − a) と書かれるので，これを上式に代入すると電位
φ が容易に求まる．すなわち

φ(r) =

(
1

4πε0

Q
a

r < a
1

4πε0

Q
r

r > a

)
(B.123)

となる．この時，電場 E は E = −∇φ より直ちに求められて

E(r) =

(
0 r < a

1
4πε0

Q
r2 er r > a

)
(B.124)
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と計算される．実は，この電場の答えは球対称性があるために，Gaussの法則
の積分系を使うとすぐに求まる．すなわち

∫

S
EndS =

1

ε0

∫

V
ρ(r)d3r (B.125)

であるから，r < a の時は明らかにこの体積の中に電荷はないので E = 0 で
ある．一方，r > a の時は今半径 r の球を自分で考えるとこの中にある電荷は

全部で Q だから Er =
1

4πε0

Q

r2
と求められる．

B.7.2 例題 (2)： Biot-Savart の法則

Biot-Savart の法則は，結構複雑で計算も一般に面倒くさいものである．し
かし，物理は明瞭で電流が流れている時にどのような磁場が作られるかと言
う，Ampere の法則を積分で表したものである．このBiot-Savart の法則自体
の求め方を以下に記そう．まず，Ampere の法則 ∇×B = µ0j において，
B = ∇ ×A というベクトルポテンシャルで書き，さらにゲージ条件として
クーロンゲージ ∇ ·A = 0 を取ろう．この時，Ampere の法則は

∇2A = −µ0j (B.126)

と書き直す事が出来る．ここでゲージ条件 ∇ ·A = 0 を使っている．この式
は直ちに解けてしまい，

A(r) =
µ0

4π

∫ j(R)

|r −R|d
3R (B.127)

となる．従って，磁場 B は B = ∇×A だから

B(r) = ∇×A = ∇× µ0

4π

∫ j(R)

|r −R|d
3R =

µ0

4π

∫ JdR× (r −R)

|r −R|3 (B.128)

となる．ここで JdR ≡
∫

S
j(R)dSR と定義している．この時の面積積分は電

流の流れと直交する面での面積積分に対応している．そして，この式がBiot-

Savart の法則と呼ばれるものである．また， dR は線積分を表している．
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B.7.3 例題 (3)： 直線電流が作る磁場

静磁場の演習問題として， z−軸上に下から上に向かって電流 J が流れてい
る時，その電流が作る磁場はどうか？と言う問題がよく出題される．この問題
をまずBiot-Savartの法則を使って解いてみよう．ここで，観測する点は x−y

平面上の点 (x, y, 0) としよう．従って，この点を円筒座標で書くと r = rer と
なる．一方，線積分に現われる R は R = Zez と書ける．これをBiot-Savart

の法則の式に代入すると

B(r) =
µ0J

4π

∫ ∞

−∞
reϕdZ

(r2 + Z2)3
=

µ0J

2πr
eϕ (B.129)

と求められ，よく知られている答えになるのである．上式を計算する時に積分
公式を使っているが，数学の公式は何処に書いてあるかを知っていれば良い．
一方，この問題は Ampere の法則の積分形によっても解く事が出来る．そ
れは，今の場合特別な対称性を持っているからである．Ampere の法則の積分
形は

∫
B · ds = µ0J (B.130)

となっている．ここで円筒座標の対称性があることがわかるので，B = Bϕeϕ

と書け，さらに ds = reϕdϕ なので，

∫
B · ds = Bϕ

∫ 2π

0
rdϕ = Bϕ2πr = µ0J (B.131)

よって磁場 Bϕ が

Bϕ =
µ0J

2πr
(B.132)

となり，Biot-Savart の法則により求めたものと一致している．
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Newton力学は地球の公転運動を記述したり，バネの運動を記述することに関
しては非常に大きな成功を収めた．しかしながら，Newton力学は原子におけ
る電子を記述しようとすると全く無力であった．電子のエネルギー準位を記述
できる理論は量子力学である．特に，電子が束縛されるという状態自体は力学
と同じではあるが，しかし，その束縛状態のエネルギーは飛び飛びの値を取っ
ている．これはNewton 力学ではどうしても理解できなく量子化という事を考
えざるを得ない．その量子力学の基本方程式は Schrödinger 方程式であるが，
実は電磁気学の基本方程式であるMaxwell方程式は Schrödinger 方程式の方
に近いのである．場の理論としては，電磁気学と量子力学はほとんど同じであ
ると思ってよい．
基本的には，量子力学は原子における電子の力学を記述するものであると
考えて良い．その場合，量子力学では電子の運動そのものにはそれほど興味が
ない．ここで「運動」と言っているのはNewton 力学における粒子の運動，す
なわち粒子の座標の時間発展の意味である．その代わり量子力学では電子の
状態を記述する事になり，そしてその状態を表す物理量が波動関数 (状態関数)

Ψ(t, r) である．量子力学では水素原子において電子が陽子の周りをどの様に
回転しているかと言う事には興味が無いのである．量子力学は「電子の状態」
を記述する事が出来るため，もし，電子の運動に興味がある人に対しては，平
均したら電子が何処にいるかを教える事が出来るのである．

C.1 Schrödinger 方程式
電子の動力学を記述できる方程式がSchrödinger方程式である．基本的には，
電子が陽子に束縛されている水素原子をしっかり理解する事が量子力学の最も
重要な目標である．，まずはもう少し一般的に，ポテンシャル V (r) に束縛さ
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れている場合の質量 m の粒子に対する Schrödinger 方程式を書くと

ih̄
∂Ψ(t, r)

∂t
=

(
− h̄2

2m
∇2 + V (r)

)
Ψ(t, r) (C.1)

となる．この式が古典力学からどの様に求められるかと言う事には興味がな
く，むしろ Schrödinger 方程式を量子力学の出発点と考えて行くのが最も自然
である．勿論，科学史的にはまた別の興味があって当然であるが，物理学と
しては古典力学はあくまで量子力学の h̄ → 0 の極限模型として求められるも
のと考えるべきである．物理量の期待値を取るとこれがNewton方程式となる
が，まずはこの Ehrenfest の定理を見て行きたい．

C.1.1 Ehrenfest の定理

今，オペレータ Â の期待値を次式で定義する.

< Â >≡< Ψ|Â|Ψ >≡
∫ ∞

−∞
Ψ∗(x, t)ÂΨ(x, t)dx (C.2)

運動量オペレータを p̂ ≡ −ih̄ ∂
∂x
そしてエネルギーオペレータを Ê ≡ ih̄ ∂

∂t
と

する時，

< Ê >=<
p̂2

2m
> + < U(x) >,

d

dt
< x >=

1

m
< p̂ >,

d

dt
< p̂ >= − <

∂U

∂x
>

が成立する事が簡単に示される．これをEhrenfestの定理という．これはNew-

ton方程式そのものである．すなわち，当然のことではあるが，場の方程式で
ある Schrödinger 方程式の方が情報量は無限に多いのであり，従って，状態に
よるオペレータの期待値が結局古典力学に対応していたと言う事である．

C.1.2 束縛状態

定常状態の場合，波動関数 ψ は Ψ(t, r) = e−iEt/h̄ψ(r) と置く事が出来るの
で，この時 Schrödinger 方程式は

(
− h̄2

2m
∇2 + V (r)

)
ψ(r) = Eψ(r) (C.3)

となる．ここで E が粒子のエネルギー固有値を表している．束縛状態の場合，
E が負となる事が条件になる．それは，ポテンシャルが無限遠方でゼロであ
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るように基準値を選んでいる事に対応している．従って，粒子が束縛されて外
に飛んでゆかないためには，どうしても E < 0 が Schrödinger 方程式を解く
上での条件になっている．尤も，この事は力学でも同じであり，地球の公転に
おいては，よく知られているようにエネルギー E < 0 は負であり，この事が
地球の公転軌道が楕円である事に対応している．

C.1.3 表示の問題

量子力学ではHamiltonianの固有関数である波動関数を状態関数という言い
方をしており，その書き方がまちまちである．例えば， ψn(x) と書けば，そ
れは n という固有値を持った状態を表している．この時，量子力学では

ψn(x) = |ψn〉 = |n〉 (C.4)

などと色々な書き方をする事が一般的である．これにはそれなりの理由がある
のだが，特に量子力学では固有値を指定するとその状態が決まってしまうと言
うことが最も大きな理由である．ここで，〈n|をブラ状態と言い，|n〉 をケット
状態という言い方をしている．何故このような表示を使うのか？それは常に内
積の事を考えているからである．〈n|のブラ状態と |n′〉 のケット状態で内積を
作ると

〈n|n′〉 =
∫ ∞

−∞
ψ†n(x)ψn′(x)dx (C.5)

となっている．わざわざブラとケットを作ったのは，この内積の事を考えてい
るからであり，逆に言えば，それ以上の事ではない．多少便利である事は確か
であるが，表示自体には物理的にも数学的にも特に意味があるわけではないの
で注意した方がよい．またブラとケットの間に棒線を入れる場合とカンマなど
にする場合があるが全て物理とは無関係であり好みの問題である．
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C.2 水素原子
量子力学を理解するには，水素原子の Schrödinger方程式をしっかり解いて，
その束縛状態のスペクトルを理解し，覚えてしまう事が最も手っ取り早いもの
である．学生が最も苦労する所は角運動量の様々な性質とその固有関数である
が，まずは原子核の電荷を一般的にした水素型原子に対する Schrödinger 方程
式を書くと

(
− h̄2

2m
∇2 − Ze2

r

)
ψ(r) = Eψ(r) (C.6)

である．ただし，∇2は

∇2 =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
− 1

h̄2

L2

r2
(C.7)

と書くことができる．ここで角運動量演算子は

L2 = −h̄2

(
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
(C.8)

で与えられている．L2 と Lz の固有関数は球面調和関数で与えられ

L2Y`m(θ, ϕ) = h̄2`(` + 1)Y`m(θ, ϕ), LzY`m(θ, ϕ) = h̄mY`m(θ, ϕ) (C.9)

である．よって，水素型原子の Schrödinger 方程式の動径部分に対する方程
式は

(
− h̄2

2m

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

h̄2`(` + 1)

2mr2
− Ze2

r

)
Rn`(r) = ERn`(r) (C.10)

となる．この時，水素型原子の Schrödinger 方程式の固有値と固有関数は

ψn`(r) = Rn`(r)Y`m(θ, ϕ), En = −mZ2e4

2h̄2n2
(n = 1, 2, · · ·) (C.11)

で与えられる．後は，この固有関数の具体的な形を n = 1, 2 と ` = 0, 1 くら
いをしっかり覚えてしまう事である．どの教科書にも書いてある事なのでここ
では省略しよう．
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C.3 Maxwell方程式とSchrödinger 方程式
電磁気学のところで述べている様に，Maxwell方程式はすでに量子論の方程
式である．その事をより具体的にみるために，物質が無い場合のMaxwell方
程式を考える．この場合，∇ ·A = 0 というクーロンゲージを取るがこれは最
も良いゲージ固定であり一般性を失う事はない．

C.3.1 類似点

この時，Maxwell方程式を書き直すとMaxwell方程式は次のようになる．
(

1

c2

∂2

∂t2
−∇2

)
A(t, r) = 0 (C.12)

一方，自由粒子の場合の Schrödinger 方程式は
(
ih̄

∂

∂t
+

h̄2

2m
∇2

)
ψ(t, r) = 0 (C.13)

となっており，大変よく似ている．要するに場の方程式としては，２つとも同
じものなのである．これはすなわち，電磁場の方程式はすでに第一量子化を
知っていた事を示している．これは何を意味しているのであろうか？科学史は
別にして，量子化という過程は原理的なものではない事を意味している．つま
り，場の方程式が出発点であるべきである．この当然な事がこれまで見過ごさ
れていたのは，一つには古典力学が最初に作られ，その力学をより一般的にし
た正準理論が発展してきた事にも依っていると思われる．さらに，電磁気学の
方程式が古典論の極限を持っていないと言う事実は，確かに量子化自体が基本
原理ではない事を物語っている．

C.3.2 相違点

Maxwell方程式と Schrödinger 方程式の相違点は何であろうか？一番大きな
点は，やはり電磁場の方程式には束縛状態が存在しないと言う事であろう．つ
まりフォトンは束縛される事はなく，常に自由粒子の状態のみが，物理上許さ
れている．恐らくは，この事が，電磁場の方程式が発見されてからかなり時間
が経ってから量子力学の方程式が発見された一つの理由であろうと思われる．
もう一つ，重要な相違点がある．それは古典論の極限の存在である．Schrödinger

方程式は h̄ をゼロに持ってゆく極限が存在していて，これがNewton 方程式
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に対応している．一方，Maxwell方程式はこの極限が存在していない．そもそ
もMaxwell方程式には h̄ が現れてはいないのである．従って，Planckがフォ
トンのエネルギーを

E =
∞∑

n=0

nh̄ω (C.14)

と書いた時，それがたとえ黒体輻射の実験結果を再現する事ができる新しい物
理であったとしても，やはり怖かった事であろうと思う．このエネルギーの式
は h̄ をゼロとする極限が存在していない．この事は物理を理解する上でかな
り重要な意味を持っている気がする．Maxwell方程式は場の方程式であるが，
その場はオペレータとしては定義されていない．すなわち，Maxwell方程式自
体は場の量子化について何も教えてくれないのである．従って，場を量子化
した後の電磁場のエネルギーが h̄ の単位で測られるという事は実験からしか
我々は知る事が出来ないのである．少なくとも理論的にそれ以上のレベルで理
解しようとするには，まだ何か重要な事がわかっていないのであろう．

C.4 場の理論としてのSchrödinger 方程式
Schrödinger 方程式における波動関数 ψ(t, r) は場である．従って，量子力
学は場の理論であり，この Lagrangian 密度を作る事が出来る．

C.4.1 Lagrangian 密度

Schrödinger 場の Lagrangian 密度は

L = iψ†
∂ψ

∂t
− 1

2m

∂ψ†

∂xk

∂ψ

∂xk

− ψ†V ψ (C.15)

と書くことが出来る．この式では，h̄ = 1と c = 1の表記を取っている．場の理
論では良くこの表記を使うがこれも単に簡単化のため以外に理由はない．ここ
で，ポテンシャル V は外場として導入している．この時，k が２回繰り返して
出てきたときは，和を意味しているものと仮定している．すなわち，k = 1, 2, 3

の和が取られるものと仮定している．この表記は簡単にする事以上の意味は全
く無い．表記の意味するところは

1

2m

∂ψ†

∂xk

∂ψ

∂xk

=
3∑

k=1

1

2m

∂ψ†

∂xk

∂ψ

∂xk

=
1

2m
∇ψ† ·∇ψ (C.16)
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と言う事である．ここで，Lagrange方程式は

∂µ
∂L

∂(∂µψ)
≡ ∂

∂t

∂L
∂ψ̇

+
∂

∂xk

∂L
∂( ∂ψ

∂xk
)

=
∂L
∂ψ

(C.17)

となる．ここで µ が２回繰り返して出てきたときは，µ = 0, 1, 2, 3 の和が取ら
れるものと仮定している．ただし，４次元微分演算子を

∂µ ≡
(

∂

∂x0

,
∂

∂x1

,
∂

∂x2

,
∂

∂x3

)
=

(
∂

∂t
,

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
=

(
∂

∂t
,∇

)
(C.18)

と定義している．また，４元ベクトルを

xµ = (t, r), xµ = (t,−r), pµ = (E, p), pµ = (E,−p) (C.19)

とする時，４次元での内積を

xµxµ = t2 − r2, pµpµ = E2 − p2, xµpµ = tE − r · p (C.20)

と定義する．

C.4.2 Lagrange方程式の導出

Lagrange方程式の導出は古典力学の場合を一般化しただけである．作用 S =∫ L(ψ, ∂µψ)d4x を極小にする事により Lagrange方程式が求められる．

δS =
∫ [

∂L
∂ψ

δψ +
∂L

∂(∂µψ)
δ(∂µψ)

]
d4x =

∫ [
∂L
∂ψ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψ)

)]
δψd4x = 0

上式では一度部分積分を行い，さらに境界での３次元表面積分はゼロであると
した．これより，

∂L
∂ψ

= ∂µ

(
∂L

∂(∂µψ)

)
(C.21)

となり，確かに場 ψ に対するLagrange方程式が求められたのである．ここで，
表記を省略しているが，場 ψ は複素関数であり ψ† も独立変数になっている．
従って，場 ψ† に対する Lagrange方程式も同様に得られる事に注意したい．
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C.4.3 Schrödinger 場

Schrödinger場は非相対論的なのに，何故，相対論的な表記で書けるのかと思
われるかも知れない．しかし相対論か非相対論かの違いはダイナミックスを議
論する時に重要になるが，場の方程式を求める事においてはその間の差は全く
無い．従って，ここで場の理論に慣れておくとLagrange方程式やHamiltonian

を作る事など，基本的な物理の形式は相対論的な場の理論も全く同じになるの
で便利である．場に対する方程式を求めると

(
−ih̄

∂

∂t
+

h̄2

2m
∇2 − V (r)

)
ψ(t, r) = 0 (C.22)

となり，Schrödinger 方程式が求められる．

C.4.4 Hamiltonian 密度

Lagrangian 密度からHamiltonian 密度を作る事が出来る．何故，Hamilto-

nian 密度を作りたいのかと言う問題であるが，実はLagrangian 密度において
並進対称性を要求すると下記に定義するエネルギー・運動量テンソル T µν が
保存量になるからである．

T µν ≡ ∂L
∂(∂µψ)

∂νψ +
∂L

∂(∂µψ†)
∂νψ† − Lgµν (C.23)

すなわち

∂µT µν = 0 (C.24)

である事が証明できて，これは T µν が保存量である事を示している．そこで
Hamiltonian 密度として

H ≡ T 00 =
∂L
∂ψ̇

ψ̇ +
∂L
∂ψ̇†

ψ̇† − L (C.25)

を定義し，さらに Schrödinger 場の Lagrangian 密度を代入して全空間で積分
すればHamiltonian

H ≡
∫
Hd3r =

∫ [
1

2m
∇ψ† ·∇ψ + ψ†V ψ

]
d3r (C.26)
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が得られ，これは確かに保存する物理量となっている．ここで一度部分積分を
用いて上式を書き直すと

H =
∫ [

− 1

2m
ψ†∇2ψ + ψ†V ψ

]
d3r (C.27)

となり，これは通常の Schrödinger方程式のHamiltonianを波動関数ではさん
で期待値を取った式と一致している．この Hamiltonianは場の量子化の時に
重要になるが，古典場の理論の範囲では，物理的な意味は難しい．すなわち，
Hamiltonianそれ自身ではそれ程物理的に有用ではない．この事は，古典力学を
良く知っている人には明らかな事であろう．すなわち，古典力学のHamiltonian

もそれ自身はそれ程明確な物理的な意味はない．しかし，Hamiltonianを変分
する事によりHamilton方程式が求められ，これはNewton方程式そのものな
のである．この事情は場の古典論でも同じになる．上記の Hamiltonianを ψ

で変分すると意味のある方程式が求められる．この時，拘束条件を付ける必要
がある．それは場 ψ が規格化可能であると言う事である．従って，次の量

W =
∫ [

− 1

2m
ψ†∇2ψ + ψ†V ψ

]
d3r − E

(∫
ψ†ψd3r − 1

)
(C.28)

を ψ で変分して極小にする事である．ここで E は Lagrangian の未定係数と
呼ばれる定数である．統計力学では良く使われる数学の技術であり，簡単で大
変便利であるから覚えておいた方が良い．今，

δW

δψ†
=

∫ [
− 1

2m
δ(r − r′)∇02ψ(r′) + δ(r − r′)V (r′)ψ(r′)

]
d3r′

− E
∫

δ(r − r′)ψ(r′)d3r′ = − 1

2m
∇2ψ(r) + V (r)ψ(r)− Eψ(r) = 0

であるから，これは Schrödinger方程式そのものである．ここで，変分法で唯
一覚えておく必要のある式

δψ(r′)
δψ(r)

= δ(r − r′) (C.29)

を使っている．この事より，Hamiltonianを変分する事により確かに量子力学の
方程式が得られる事になる．結果的には，Hamiltonianで求めても，Lagrangian

密度から変分した Lagrange方程式から求めても，確かに同じ Schrödinger方
程式が求まり物理は同じである事がわかったのである．しかしながら，ここで
注意したい事は，このHamiltonian と Lagrangian 密度ともにそれ自体は物理
的な観測量には結びつかないのである．これはかなり重要な事である．
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C.5 量子力学演習問題
量子力学をしっかり理解するためには，結局問題を沢山解いてみると言う当
り前のコメントに尽きる．量子力学は一般的には数学的な難しさは比較的少な
い．むしろ電磁気学の方がはるかに数学的には複雑である．しかし，量子力学
の考え方になれる事はそれ程易しい事ではない．最初はどうしても力学的な描
像に慣れているので場の理論的な描像に慣れるのに，やはり少し時間がかか
り，演習問題を解く事によりその描像が自分のものになって行くのだろうとと
思う．

C.5.1 調和振動子

量子力学を学ぶにあたり，必ず理解しておく必要のある問題がこの調和振動
子である．この時，Schrödinger 方程式は

(
− h̄2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2

)
ψ(x) = Eψ(x) (C.30)

と書けている．ここで境界条件として ψ(±∞) = 0 を入れてこの微分方程式を
解けば，確かに答えが求まり，

En = h̄ω
(
n +

1

2

)
, n = 1, 2, · · · (C.31)

となる．さらに重要な事として，波動関数も解析的に求まってしまうのであ
る．量子数 n の状態の波動関数は ψn(x) は

ψn(x) =

(
α2

4nπ(n!)2

) 1
4

Hn(αx)e−
1
2
α2x2

但し Hn(ξ) = (−)neξ2 dn

dξn
e−ξ2

であり，また α =

√
mω

h̄
と定義している．

この波動関数は最もよく使うものの一つである．しかしながら，調和振動子
の問題は現実的ではない．それは，このポテンシャルにおける状態には，散乱
状態が存在していないのである．つまり，全ての状態は束縛状態なのである．
実際に量子力学を自然界に記述に応用する時は必ず散乱状態が存在している
ポテンシャル模型を使う必要がある．



C.5. 量子力学演習問題 167

C.5.2 生成・消滅演算子

調和振動子のエネルギー固有値やその波動関数を求める時，生成・消滅演算
子を用いると非常に便利で簡単である．まず，オペレータ a, a† を次のように
導入する

a =

√
mω

2h̄
x +

i√
2h̄mω

p̂, a† =

√
mω

2h̄
x− i√

2h̄mω
p̂ (C.32)

ここで， p̂ = −ih̄ ∂
∂x
である．この時，

[a, a†] = 1 (C.33)

が直ちにチェックできる事である．ここで，数演算子を N̂ = a†aと定義すると，

[N̂ , a] = −a, [N̂ , a†] = a† (C.34)

が計算で示される． さらに，N̂ の固有関数および固有値を φn, n とすると

N̂φn = nφn (C.35)

となる．この時，

a†|φn >=
√

n + 1|φn+1 >, a|φn >=
√

n|φn−1 > (C.36)

である事が簡単に証明できるものである．これらの事より，調和振動子のエネ
ルギー固有値は

En = h̄ω
(
n +

1

2

)
, n = 0, 1, 2 · · · (C.37)

で与えられることが容易にわかるものである．
この手法により，波動関数も求める事が出来る．a が消滅演算子である事か
ら，基底状態 φ0 の状態に aをオペレートするとゼロになる．すなわち

aφ0 = 0 (C.38)

である．この式を微分で書き直すと
(

mω

h̄
x +

∂

∂x

)
φ0(x) = 0 (C.39)
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となり，これは直ちに解けて

φ0(x) = N0e
− 1

2
α2x2

, α =

√
mω

h̄
(C.40)

と求められる．この基底状態の波動関数が求まると，励起状態の波動関数は

φn(x) = Nn

(
mω

h̄
x− ∂

∂x

)n

φ0(x) (C.41)

と決められてしまうのである．この φn(x) は先に求められたものと勿論一致
している．但し，Nn は規格化定数である．

C.5.3 摂動論

量子力学において厳密に解けるポテンシャル問題としては，水素原子，調和
振動子そして井戸型ポテンシャルがある．しかしこれ以外で物理的にある程度
面白いポテンシャル問題で厳密解が求められている場合はほとんどない．従っ
て，物理の議論は基本的に摂動論を使う事になる．摂動論を考える時，非摂動
項をH0 とし，摂動項を H ′ とする時，全 H は

H = H0 + H ′ (C.42)

である．ここで H ′ は H0 と比べて十分小さいとする．また，摂動論では，H0

の固有値と固有関数は知られているものとして，それらH0 の固有値と固有関
数で全ての物理量を計算するというものである．この時，

H0Ψn = EnΨn (C.43)

とする．この時，n 番目の状態に対する１次の摂動エネルギーは

E(1)
n = 〈Ψn|H ′|Ψn〉 (C.44)

で与えられる事がすぐわかる．一方，基底状態に対する１次の摂動による波動
関数の変化Ψ′

1は

Ψ′
1 =

∑
n

〈Ψn|H ′|Ψ0〉
E0 − En

Ψn (C.45)

となる．また基底状態に対する２次の摂動エネルギー E
(2)
0 を書いておくと

E
(2)
0 =

∑

n 6=0

|〈Ψn|H ′|Ψ0〉|2
E0 − En

(C.46)



C.5. 量子力学演習問題 169

となる．恐らくは，この式が最もよく使われる公式であろうと思う．大切な事
は，２次の摂動エネルギーは常に引力的に振舞うと言う事である．摂動項 H ′

の形に依らず，何時でも２次の摂動エネルギーは負になっているのである．

C.5.4 変分法

自分の経験として，変分法を理解した時に何か量子力学がぐーんと身近に感
じたものである．いつも Schrödinger 方程式を解いて固有値問題を計算し，そ
れを求めて行くのは，どうも難しい数学に振り回されている気がしていたので
ある．これと比べると，変分法は単純明快であり，しかもその系のエネルギー
はかなり正確に求められてしまうのである．但し，一つ欠点があり，この手法
では基本的にはその系の基底状態，つまり一番エネルギーが低い状態のみが
求められるのである．変分法とは何か？波動関数 ψ(r) の形を適当に変えてみ
て，エネルギーE

E =
∫

ψ†(r)

[
− h̄2

2m
∇2 + V (r)

]
ψ(r)d3r,

∫
ψ†(r)ψ(r)d3r = 1 (C.47)

がなるべく小さくなるようにψ(r) の形を上手く見つけると言う事である．こ
こで，波動関数の規格化条件は常に付けておかなければいけない事である．

• 水素型原子 : 例えば，水素型原子の場合，V (r) = −Ze2

r
であり，また最

低エネルギー状態は ` = 0 である事が明らかである．それはエネルギーは

E =
∫ ∞

−∞
ψ†(r)

[
− h̄2

2m

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

h̄2`(` + 1)

2mr2
− Ze2

r

]
ψ(r)4πr2dr (C.48)

で与えられ，遠心力に対応する項は常に斥力的である事によっている．ここ
で変分関数として ψ(r) = Ne−βr を取ってみよう．この時，規格化条件より，

N =

√
β3

π
である．これよりエネルギーを計算すると

E = 4π
β3

π

∫ ∞

−∞
e−βr

[
− h̄2

2m

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
− Ze2

r

]
e−βrr2dr =

h̄2β2

2m
− Ze2β

となる事から最低エネルギーは E0 = −mZ2e4

2h̄2 となり厳密解と一致してい

る．これは波動関数の形を正しいものと同じに選んだ事によっている．一方，
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もし波動関数を ψ(r) = Ne−
1
2
β2r2

と取ってみると

E =
3h̄2β2

4m
− 2Ze2β√

π
(C.49)

となる．この時，最低エネルギーは E0 = −4mZ2e4

3πh̄2 となり，厳密解よりも

少しだけ上に出ている．

• 変分法は何故良いか : 変分法によりエネルギーを求めると，予想以上に厳
密解に近い値が得られるものである．それには，勿論理由がある．今，考えて
いるHamiltonian を H としてその厳密な固有関数を ψ0 その固有値を E0 と
しよう．この時，変分関数を ψ = ψ0 + εψ1 とする．ここで，ψ0 と ψ1 は直交
していると仮定する．すなわち，〈ψ0|ψ0〉 = 0 である．ここで，変分関数は ε

だけ厳密な波動関数 ψ0 からずれているとしよう．この時，エネルギー E は

E =
〈ψ0 + εψ1|H|ψ0 + εψ1〉
〈ψ0 + εψ1|ψ0 + εψ1〉 = E0 + ε2 (〈ψ1|H|ψ1〉 − E0) (C.50)

となり，厳密解のエネルギー固有値からのずれは ε2 の大きさになっている．
すなわち，波動関数が厳密解から ε だけずれていても，エネルギー固有値は
ε2 の大きさになり，かなり正しい答えを与えてくれると言う事である．
当然の事ではあるが，ここでコメントしておこう．それは ψ を本当に変分

してしまうとどうなるかであるが，この時は実は Schrödinger 方程式を解く事

と同じになるのである．式は簡単で，E =
〈ψ|H|ψ〉
〈ψ|ψ〉 を考えて，これを変分す

る．すなわち，

δE =
〈ψ + δψ|H|ψ〉
〈ψ + δψ|ψ〉 − 〈ψ|H|ψ〉

〈ψ|ψ〉 =
〈δψ|Hψ − Eψ〉

〈ψ|ψ〉 + O[(δψ)2] = 0 (C.51)

よって，これは Hψ −Eψ = 0 を意味しており，Schrödinger 方程式を解く事
に対応している．
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C.5.5 WKB 法（準古典近似）

Schrödinger 方程式は h̄ をゼロに持って行くことにより，古典力学が得られ
る．この準古典近似の手法は簡単で，まず 1次元 Schrödinger 方程式

(
− h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)
u(x) = Eu(x) (C.52)

を解く時，u(x) = Ae
i
h̄

S(x) とおいて S(x)に対する方程式に書き直す．ここで，
A は定数とする．また，S を h̄ でベキ展開する

S = S0 + h̄S1 + h̄2S2 + · · · (C.53)

このうち， S0, S1 だけを取る近似をWKB法という. この時，
(

dS0

dx

)2

= 2m(E − V (x)) (C.54)

i
d2S0

dx2
− 2

dS0

dx

dS1

dx
= 0 (C.55)

であり， S0, S1 は解析的に解けてしまう．例えば， E < V (x) の時は

u(x) =
A√

2m(V (x)− E)
e−

1
h̄

∫ x√
2m(V (x′)−E)dx′ (C.56)

が解になっている．

C.5.6 Hamilton-Jacobi の方程式

Hamilton-Jacobi の方程式は作用を S とした時，

∂S

∂t
+ H = 0 (C.57)

である．ここで，S = −Et + S0 を代入し，また運動量 p は p =
∂S0

∂x
と書け

る事から

E =
1

2m

(
∂S0

∂x

)2

+ V (x) (C.58)

が求まり，これが時間に依存しないHamilton-Jacobi の方程式である．この式
は h̄ がゼロの時のWKBの方程式そのものであり，確かに Schrödinger 方程式
で h̄ をゼロに持って行くと古典力学の方程式が得られる事が分かる．
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C.5.7 量子化とエルミート性

ポテンシャルが無い場合の 1次元 Schrödinger 方程式

− h̄2

2m

d2u(x)

dx2
= Eu(x) (C.59)

を −L
2
≤ x ≤ L

2
の範囲に閉じ込めた場合を考える．基本的には自由粒子は箱

に閉じ込めるしか今の所，上手く処理する方法はない．この一般解は

u(x) = Aeikx + Be−ikx, k =

√
2mE

h̄2 (C.60)

である．ここで，自由粒子は運動量の固有関数である必要があるので，この解
が運動量の固有関数である事を要求すると u(x) は

u(x) = Aeikx (C.61)

となる．この時， u(x) に対して周期的境界条件を課したとき，k に対する条
件を求めると

k =
2π

L
n, n = 0,±1,±2, · · · (C.62)

となる．これが，最も自然な形の自由粒子の波動関数の解である．

• 量子化条件の式 : 量子化条件の式は

p̂x− xp̂ = −ih̄ (C.63)

である．この両辺を上で求めた状態

un(x) =
1√
L

ei 2πn
L

x (C.64)

で期待値をとると

< un|p̂x− xp̂|um >= −ih̄δnm (C.65)

となり，この時，運動量演算子 p̂ のエルミート性を仮定すると

(n−m)
2πh̄

L
< un|x|um >= −ih̄δnm (C.66)
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と求まる．この式は n = m の時，明らかに矛盾している．この矛盾は運動量
演算子 p̂ のエルミート性が周期的境界条件のもとでは一般的に使えない事に
よっているからである．

• 運動量演算子のエルミート性 : 周期的境界条件を正しく使い，運動量演算
子 p̂ のエルミート性を使わないで計算すると　 n = m の時

< un|p̂x|un >=< un|xp̂|un > −ih̄ (C.67)

となり，何処にも矛盾がない事がわかる．ここで注意しておきたいのは，運動
量演算子 p̂ 自身はエルミートである．すなわち，

< un|p̂um >=< p̂un|um > (C.68)

は確かに成り立っている．
この議論での教訓は微分演算子のエルミート性が一般的であるかどうかの
問題である．すなわち，微分演算子に i を付ければ，その演算子をエルミー
トとして扱う事が出来るというのは，一般性がある事ではない．これは，波動
関数が無限遠方で常にゼロであるという仮定の下に始めて成立する式である．
従って，周期的境界条件を持っている波動関数に対しては，運動量演算子のエ
ルミート性をアプリオリに仮定してはいけないという事である．
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統計力学に関してはそれ程ここで議論する事はない．大切な事は，統計力学で
は何が計算出来るのかをしっかり理解する事である．基本的には統計力学にお
ける観測量は平均値 (アンサンブル・アベレージ)である．従って，どの分布
関数で平均するのかと言う事だけが物理的な興味である．一般にはある物理系
を考えた時に，その分配関数を計算する事がその主要目的である．すなわち，

Z =
∑
n

e−βEn , β =
1

kT
(D.1)

を計算する事が基本的には最も重要である．ここで En は状態 n におけるエ
ネルギー固有値である．従って，例えばエネルギーの平均は

< E >=

∑
n Ene−βEn

Z
= − ∂

∂β
log Z (D.2)

となる事はすぐに計算できるものである．この事は，逆に言えば En がどの様
に計算されて求められているかと言う事が重要になる．そしてこれは量子力学
のエネルギー固有値問題を解く事によって得られる事になっている．その意味
では，統計力学という「力学」があるわけではない．これが統計力学に関して
大半の学生が混乱する原因でもある．

D.1 スピンと統計
粒子のスピンが整数の場合，その統計はボーズ統計であるとどの教科書にも
書いてあるし，自分もそれに対して疑いを持たなかった．しかしながら，最近
のボーズ凝縮の話を聞くにおよび何かがおかしいと思い始めた．それはかなり
重い原子のボーズ凝縮について議論しているからである．ボーズ凝縮の実験の
話を聞くとおよそ信じられない事をボーズ凝縮の実験として議論されている．
すなわち，重い原子系でその全体のスピンが整数の時にボーズ凝縮が起こって
いると言うものである．原子系の物性は電子の振る舞いにより決定されてい
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る．原子核のスピンが影響する事はまずあり得ない．もしある原子系でボーズ
凝縮が起こったと考えたならば，原子核の中性子を一つ増やしたアイソトープ
に関しても実験してみて，今度は全スピンが半整数だからボーズ凝縮が起こ
らないことを証明する必要がある．しかし，このような現象は現実離れして
いる．原子核のスピンにより原子系全体のスピンが半整数になったからと言っ
て，系の統計が変わる事は考えられない．物質の性質は全て電子によって支配
されている．原子核のスピンが影響するような現象は，余程強い磁場を系にか
けたりしない限り現われる事はない．
実はスピンと統計の問題を調べてみると Feynmanも不思議に思ったらしく
て，電子の場合とフォトンの場合のスピンと統計は理解できるが，それ以外は
わからないから教えて欲しいと言うようなコメントをしている．

D.1.1 フォトンとボーズ統計

一つはっきりわかっている事がある．それは光は確かにスピンが１であり，
これはボーズ統計に属しているという事である．Planckの黒体輻射の公式も
フォトンがボーズ粒子であると仮定して求められているし，実験的にもフォト
ンがボーズ統計に属するとして全く矛盾がない．しかしながら，基本粒子で整
数スピンを持っているのはフォトンだけである．他のボーズ粒子と言っている
のは全て複合粒子である．そうすると，一体ボーズ統計とは何かと言う基本的
な疑問が出て来るのである．

D.1.2 フェルミ統計

実験的にはっきりわかっている事は，電子や核子などのフェルミオンは確か
にフェルミ統計に属すると言う事である．これはパウリ原理として良く知られ
ているし，実験的にも疑う所は全くない．Dirac方程式から始まって，フェル
ミオン場を反交換関係で量子化するとこのパウリ原理はしっかり理解できるも
のである．むしろ，ここには理論と実験の矛盾はないし概念的にも理解してい
ると思われる．
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D.1.3 複合粒子のスピンと統計

それでは，原子の統計はどうであろうか？原子の全スピンが統計に影響する
のであろうか？これに対する理論的考察は皆無に近い．人々が疑う事無くスピ
ンと統計をこれまでは信じてきた．問題ははっきりしていて，まだ信頼できる
実験が何処にも無いと言う事である．理論模型を作るにしても，複合系を考え
る場合，それが複合系である事がわかるような現象は統計力学では処理できな
い．統計力学と言っても，ダイナミックスそのものを扱う事は出来なく，考え
ている粒子が持っている状態関数によって指定されるエネルギーを分布関数に
入れて平均操作をする事が統計力学の本質である．従ってもし複合粒子の内部
構造を考える必要があるような物理現象は統計力学では扱えないと言う事で
ある．
例えば，重い原子系の「ボーズ凝縮」の実験を見る限り，これはただ単に，
密度の高いミクロ系を作ったと言う事以上に物理的な意味はあり得ないのであ
る．実験的にわかっている現象としては，3He と 4Heの超流動の実験がある．
この２つは質量が２５％も違うので，その意味では２つの振る舞いに実験的
な影響が出てきても不思議ではない．しかし，現実はそれ程大きな差は無く，
この両者の全スピンが整数か半整数かによる違いは観測されていない．すなわ
ち，基本的な物性は当然電子によって決められているのである．

D.2 磁気トラップ法
中性原子を磁場によりトラップできる方法がある．この磁気トラップ法の物
理を簡単に解説したい．今，原子系全体のスピンを S としよう．ただし，こ
れも簡単のために原子核のスピンはゼロとしよう．この時，電子のスピンの
自由度のみが効いて来る場合を考えて，外部磁場 B を原子系にかけた時の
Hamiltonian H は

H =
P 2

2MA

− µ ·B (D.3)

と書く事ができる．ここで MA は原子系全体の質量である．また，µ は原子
の磁気能率であり，

µ =
geS

2m
(D.4)

と書かれていて， g は g−因子である．このHamiltonianは見てわかるように，
Zeeman効果を考慮した相互作用が入っているだけである．この相互作用で，何
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故，中性粒子をトラップ出来るのであろうか？量子力学で示されている量はエ
ネルギー分裂だけである．ここで，今，磁場をZ−方向に選び，B = (0, 0, B0)

としよう． この時，原子の最低エネルギー E は

E =
P 2

2MA

− geS

2m
B0 (D.5)

となる．ここでは，原子の運動エネルギーの部分も省略しないで入れてある．
この段階では，原子のトラップはとても考えられない事である．しかし，こ
のZeeman分裂エネルギーは原子系の内部エネルギーを与えているが，原子の
重心に対する運動は，まだ何も言及していないのである．ここでレーザーを照
射し続ける事により，この原子系の状態を Zeeman分裂の一番上の量子状態に
持って行く事が可能なのである．すなわち，Zeeman分裂における最も高いエ
ネルギー状態に原子を持って行き，その状態をキープする事である．そうする
と，この系の古典力学系のHamiltonian Hc は

Hc =
P 2

2MA

+
geS

2m
B0 (D.6)

と書ける事になる．ここで，磁場をうまく取って，B0 = aZ2 (a > 0) のよう
な原点から Z−方向の正負の増加に対して磁場が増加するような磁場勾配が
作れたとしよう．但し，この座標 Z は原子の重心の座標を表している．この
時，Hamiltonian Hc は

Hc =
P 2

2MA

+
ageS

2m
Z2 (D.7)

と書け，この古典力学系は常に原点に向かって閉じ込められる力が働いている
事になっている．すなわち，原子はレーザーを照射される事により，徐々にこ
の系の原点に向かって動いて行く事になっている．

D.2.1 レーザー冷却

ここで，レーザーを照射する時 Zeeman分裂のエネルギーギャップよりも少
し低いエネルギーのレーザーを照射する事にしよう．その場合，レーザーの方
向に向かって来る原子はドップラー効果によりエネルギーを獲得して，この
レーザーのエネルギーを吸収する事が出来る事になる．そのため，原子が光を
放出して基底状態に戻る時に，この少しの運動エネルギーを失う事になってお
り，この事を繰り返し行う事により，少しずつ原子系全体の冷却になって行く
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のである．これがレーザー冷却の本質であるが，非常に面白いアイデアである
事は間違いない．しかし，原理は簡単でありドップラー効果を用いたという事
である．

D.3 古典統計力学は物理的に意味があるか？
統計力学の教科書には，ほとんどの場合，古典統計力学という解説が出てく
る．分配関数を求める時に，古典力学の位相空間で e−βE を積分する公式の事
である．１次元の粒子を考える場合，

Z = N
∫ ∫

dxdpe−βH (D.8)

と書く．ここで H は系のHamiltonianであり，N は規格化定数である．これ
はしかしながら物理的には全く意味をなさない．それは明らかで，古典力学で
はHamiltonian自体は意味を持っていないからである．力学のところで議論し
たように，Hamilton方程式を求めて始めて物理的に意味のある量が得られる
のである．古典力学ではエネルギーはNewton方程式を解いた場合の積分定数
に対応している．と言う事は，エネルギーはダイナミックスで決まる量ではな
く，外から手で入れて決める量である．そのような H を位相空間で積分して
も勿論，物理的には全く意味のある物理は出て来ないのである．

D.3.1 調和振動子

これは調和振動子の場合を見ると良くわかる．ここで調和振動子の分配関数
を計算しよう．但しダイナミックスは量子力学を使う．この時分配関数は

Z =
∑
n

e−βEn =
∞∑

n=0

e−βh̄ω(n+ 1
2
) =

1

2 sinh(βh̄ω
2

)
(D.9)

となる事が容易に確かめられる．しかし，ここで明らかに古典力学の極限が無
いのである．すなわち， h̄ → 0 とすると無限大になってしまう．これは何を
意味しているのであろうか？答えは明瞭で，古典統計力学は上手く定義できな
いと言う事を示している．
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D.3.2 直感的理由

古典統計力学が定義できない事の直感的理由は何であろうか？きちんとした
物理的な理由付けは今後の研究に任せて，直感的理由のみここで議論する事に
しよう．分配関数により全ての計算が実行される統計力学では，状態和と言う
事が非常に重要になる．ある粒子を考えたとしても，常にその状態を考えると
言う事，すなわち常に場の理論的な発想が重要であると言う事である．一方，
古典力学では，状態と言う概念が存在しない．そこでは常に粒子の軌道を考え
ている．すなわち，古典力学では系の時間発展のみが物理量に関係するのであ
る．従って，古典力学で統計的な考え方を導入する事が始めから不可能であっ
たと言う事である．この事は，やはり古典力学が基本方程式ではなく，量子力
学から求められるものであると言う事と密接に関係している．すなわち，古
典力学は量子力学の近似式として理解されるべきであると言う事である．従っ
て，場の概念で全ての基本的な物理は理解して行く事が重要である事を意味し
ていて，統計力学は最初に近似した古典力学では定義できない事に対応して
いる．
物理では，近似をする段階が重要になる事が良く起こるものである．基本的
には，近似はなるべく遅い段階でするべきであると言う事である．方程式の早
い段階で近似をしてしまい，その近似された式を使うと良く間違えるのである．
例えば，量子力学でミニマル変換により Zeeman 効果の相互作用Hamiltonian

を導出する時，Dirac 方程式の段階でミニマル変換をする事と，近似をした
Schrödinger 方程式でミニマル変換をするのでは答えが違うのである．勿論，
Dirac方程式の段階でミニマル変換をした式が正しく，この場合スピンに依存
したZeeman効果を与えるHamiltonianが求められるのである．しかしながら，
最初に近似して Schrödinger 方程式でミニマル変換をしてもスピンによる項は
出てこないのである．
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新しい量子重力を理解してもらうためには，どうしても基礎的な場の理論を解
説しておく必要がある．ここでは直感的にわかりやすい場の理論を簡潔に解説
したい．ある程度高度の数学を使わざるを得ないが，しかしながらこの本を理
解するためには，全ての数学を追ってゆく必要は無い．その意味で，出来る限
り直感的な描像が取れるように解説して行きたいが，しかし，ある程度，結果
優先の記述になる事は避けられないかも知れない．従って，詳細を知りたい場
合は拙著の教科書を呼んで頂く事にしよう．

E.1 経路積分の問題点
この３０年近く，多くの物理屋が経路積分による数値計算を実行してきた．
まことに残念ながら，この経路積分による計算は物理的にほとんどは意味のな
い量を計算した事になっている．何故，この様な事が起こってしまったのであ
ろうか？これには恐らくは様々な要因があるものと考えられるが，数学の形式
が先走ってしまい，物理の内容を吟味する事を怠った事が最大の原因であろう
と思われる．しかし，現実問題として研究者に与えた影響と言う観点からすれ
ば， Wilson の「Wilson ループによるクォークの閉じ込め」の論文が最も大
きな要因である事は間違いあるまいと思われる．しかし，いつも言う事である
が，これは勿論 Wilsonの責任ではない．彼は当然正しいと信じて計算したわ
けであり，問題はその後の我々物理研究者がしっかりチェックをしなかった事
であり，容易に追従した事こそが最も重要な問題点である．

E.1.1 QEDでのWilson のクォーク閉じ込め

Wilson が「Wilson ループによるクォークの閉じ込め」の論文を発表したの
は１９７４年である．この論文で確かにWilson はクォークの閉じ込めを議論
しているのであるが，しかしこの時に彼が計算した場の理論の模型は，実は量
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子電磁力学 (QED)なのである．このQEDの計算にもかかわらず，クォーク
の線形閉じ込めを「証明」してしまい，おまけにこの論文が高い評価を得てし
まったのである．直感的に言っても，QEDで閉じ込めてしまったらこれは物
理的におかしいと思うべきなのに，どういうわけかこの論文が人々に受け入れ
られてしまったのである．
このWilson による閉じ込めの計算は経路積分を用いているが，この計算の

基本的な誤りの原因は，たとえそれがQEDである事をよしとしても，その他
にまだ二つある．一つは，模型計算において，近似をする段階の問題と関係
している．近似はなるべく遅い段階でしないと良く間違えるものである．彼
の場合，計算したい物理量を格子化して実行するのであるが，彼の提唱した
Lagrangian密度はその段階で連続極限を取れば確かにQEDの作用になる事は
確かめる事ができるのである．しかし，連続極限を取らないでそのまま先に積
分を実行すると間違った計算になってしまうのである．すなわち，彼は連続場
の理論の模型ではなく，全く仮想的な模型計算をした事に対応しているのであ
る．一方，Wilson のもう一つの間違いはもっと深刻である．それは，場の理
論における経路積分の定式化そのものに関する問題である．後で解説するよう
に，経路積分における場の量子化は，場による積分では場を量子化する事が出
来ないのである．この事は，実は Feynmanは正しい定式化を行っており，彼
のシリーズの論文では，場の経路積分の定式化として，場を自由粒子の状態で
展開した時の展開係数による多重積分としており，場による多重積分などして
いないのである．パラメータ空間での経路積分はQEDのHamiltonianがその
パラメータにおいて調和振動子となっているので，量子力学の場合と同じで，
確かに量子化できるのである．このように，Feynmanの原論文を読む限り，経
路積分による定式化は十分正しく行われていると思われるが，しかし一つわか
らない事もある．このWilson の論文の中で，最後に彼は Feynmanへの謝辞
を書いている．これはFeynmanがWilsonの論文を読んでいる事を意味してい
る．FeynmanはこのWilsonの論文をどう評価したのであろうか？この事はし
かし物理上で興味ある問題ではないので，これ以上の言及はやめにしよう．
いずれにしても，経路積分の手法に対して，何故このような間違いが一般に
流布されたのであろうか？その科学史的なところはわからないが，恐らく最初
に間違えた定式化を行ったのは，Fadeyev-Popovの論文である．彼らがこの間
違った経路積分により，量子色力学 (QCD)の繰り込み可能性を証明してしまっ
たために，QCDの理解は随分遅れてしまった事になっている．この本では詳
しい議論はしないで，簡略にその問題点を述べるにとどめるが，基本的には，
QCDは摂動論が定義できなくそのため繰り込み以前の問題であるという事で
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ある．さらに言えば，QCDの経路積分ではもし正しくパラメータ空間での経
路積分にしたら，調和振動子にはなっていなくそのパラメータの４乗になって
いるので，Gauss積分が出来なく計算自体が不可能であったのである．この事
は，QCDが摂動的に計算できないという事と密接に関係しているが，詳細は
教科書を参照して貰う事にしよう．
いずれにしても，経路積分における計算ではかなり注意深く実行する必要
があり，特に経路積分において Fock空間をどのように定義したら良いのかと
言った基本的な問題はまだ解決されていない．たとえ Feynman による正しい
定式化を採用しても問題は残っており，今後の課題である．

E.1.2 量子力学における経路積分

量子力学にける経路積分は量子力学的なある振幅を座標を分割した中間状
態をいれて，その状態で積分して，微分方程式を解かないで多重積分に持って
いった定式化である．ここでは１次元系を考えよう．今，振幅K(x, x′ : t) を

K(x, x′ : t) = 〈x′|e−iHt|x〉 (E.1)

で定義する．ここで H は系のHamiltonianを表す．これはある時刻における
質点の x から x′ への伝播を表している．ここでHamiltonianを

H =
p̂2

2m
+ U(x) = − 1

2m

∂2

∂x2
+ U(x) (E.2)

の形に仮定する．実は，経路積分で最も重要な点は運動エネルギーの形であ
る．p2 に比例している事が本質的である．ここで， t と x− x′ を n 分割して
中間状態に |xn〉〈xn| を入れて多重積分にすると

K(x′, x : t) =
∫ ∞

−∞
dx1 · · ·

∫ ∞

−∞
dxn−1 ×

〈x′|e−iH∆t|xn−1〉〈xn−1|e−iH∆t|xn−2〉 · · · 〈x1|e−iH∆t|x〉

と書けて，さらに上式を書き直すと

K(x′, x : t) = lim
n→∞

(
m

2iπ∆t

)n
2

×
∫ ∞

−∞
dx1 · · ·

∫ ∞

−∞
dxn−1 exp

{
i

n∑

k=1

(
m(xk − xk−1)

2

2∆t
− U(xk)∆t

)}
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の形が得られる．但し，∆t = t
n
である．この式をシンボリックに

K(x′, x : t) = N
∫

[Dx] exp
{
i
∫ t

0

(
1

2
mẋ2 − U(x)

)
dt

}
(E.3)

と書くことが一般的である．但し， N ∫
[Dx] は

N
∫

[Dx] ≡ lim
n→∞

(
m

2iπ∆t

)n
2

∫ ∞

−∞
dx1 · · ·

∫ ∞

−∞
dxn−1 (E.4)

と定義されている．これが経路積分の書き直した結果の全てであり，ここまで
は数学の変形だけだから，恐らくは問題ないと思われる．しかしながら，ここ
で右辺を古典力学の Lagrangianであると主張し始めると話が混乱する．それ
は量子力学では時間と空間座標が独立であり，どのようにしても右辺を速度と
解釈する事は出来ないからである．ただし，逆の事は言える．すなわち，古典
力学の Lagrangianが

L =
1

2
mẋ2 − U(x) (E.5)

で与えられた時，量子力学での振幅は上式で与えられると言う事である．

E.1.3 経路積分による調和振動子

この振幅K(x, x′ : t) はまだ座標 x, x′ に依っているので物理的な観測量に
は結びついてくれない． x = x′ にして， x の全空間で積分すれば，物理
的な観測量に結びつく場合がある．良く知られているのは調和振動子の場合
U(x) = 1

2
mω2x2 であり，

∫ ∞

−∞
dxK(x, x : t) =

∞∑

n=0

e−iEnt =
∫ ∞

−∞
dx

√
mω

2iπ sin ωt
e−imωx2 tan ωt

2 =
∞∑

n=0

e−iωt(n+ 1
2
)

である事から，調和振動子のエネルギー固有値が求められる．しかしながら，
この手法は恐らくは，調和振動子の特殊性によるものと考えられる．それは
境界条件を付ける事なしに解けているからである．調和振動子は特殊であり，
散乱状態が存在していないと言う事から，経路積分でも解けたものと考えら
れる．
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E.1.4 経路積分の限界

経路積分の良い点は Schrödinger 方程式を解く事なしに，多重積分により振
幅が求められるという点である．どちらが簡単であるかは別にして，微分方程
式を解かないで振幅が計算されたという事実は面白いと思われる．しかしなが
ら，経路積分は一般的に常に量子力学と同じになっているのであろうか？これ
は上式を見て良く考えて見るとわかる事であるが，経路積分は運動エネルギー
の部分が運動量の関数として p2 と書けている事が本質的である．従って，運
動エネルギーが運動量の関数として p2 ではない場合，例えばDirac方程式の
場合は経路積分の言葉で書く事は出来ない．この事はDirac方程式が古典論の
極限を持っていない事と一致している．この事実が意味している事は物理的に
重要である．経路積分により振幅を多重積分で書き直した事は一般性がある
わけではなく，非相対論の場合の特殊性であるという事である．さらに，多重
積分への書き直しは単に数学的な要請からだけであり，物理的な意味はない．
実際，経路積分を古典論の軌道の積分と解説する教科書が見られるものがある
が，これは勿論間違いである．一方，一部のしっかりした教科書では，経路積
分は古典力学の軌道を足しあげる事とは関係ない事が書いてはある．
これまで見て来て明らかなように，経路積分による利点はほとんど無いと
言って良い．それでは何故人々が経路積分を使った計算をやりたがるのであろ
うか？それは，場の理論における場の経路積分の方法により，他の方法では出
来ない事が計算できると言う錯覚があったからである．実際には，一つの方法
では出来て，他の方法では出来ない計算などは，あり得ない事である．
いかなる理論模型を発展させても，その時に最も重要な事は物理的な観測
量の計算である事は明らかである．しかし，この経路積分の方法は，それより
も Feynmanグラフの計算手法が簡単に解説できるという事が主な利点であっ
た．しかしながら，場の理論に経路積分を応用した時に間違った定式化が行わ
れてしまい，その手法によりQCDの繰り込み理論が議論されてまた実際それ
が人々に受け入れられてしまったために，極めて深刻な状態に陥ってしまった
のである．この辺の歴史的な事情に関しては，科学史に任せる事にして，また
詳しい議論は教科書を参照してもらう事にしたい．
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E.1.5 場の理論における経路積分

場の理論における経路積分とは何であるか？これは場の量子化と関係して
いる．量子力学も場の理論であり，電磁場とその意味では差があるわけではな
い．しかし，電磁場の場合，フォトンができたり消えたりする物理的な過程が
存在しているのである．これは，どうしても場を量子化するしか他にしょうが
ないのである．従って，どうしても場の量子化とは何かについて，議論する必
要がある．

E.1.6 場の理論におけるFeynmanの経路積分

Feynmanは場の量子化も経路積分で出来ると考えて，その定式化を行って
いる．しかし，彼はその手法が特に新しいものではない事をよく認識していた
のではないかと考えられる．恐らく，基本的な出発点は電磁場のHamiltonian

にあったと思われる．電磁場のHamiltonianは

Hel =
1

2

∑

k,λ

(
p2
k,λ + k2q2

k,λ

)
(E.6)

と書かれていて， pk,λ は qk,λに対するパラメータ空間での運動量に対応して
いると考えて良い．この時，ベクトルポテンシャルA(x) は

A(x) =
∑

k

2∑

λ=1

ε(k, λ)√
V ωk

[q̇k,λ cos(k · r) + ωkqk,λ sin(k · r)] (E.7)

と書けている．この時，Feynmanは振幅K(qk,λ, q
′
k,λ, t) を

K(qk,λ, q
′
k,λ, t) ≡ N

∫
[Dqk,λ] exp





i

2

∫ t

0

∑

k,λ

(
q̇2
k,λ − k2q2

k,λ

)
dt



 (E.8)

と定義した．これは，パラメータ空間での変数 qk,λの量子化に対応している．
従って，これは ck,λ と c†k,λ の量子化に対応しているのであった．この事より，
確かにパラメータ空間での経路積分は電磁場の量子化に成功していると考え
られる．これは電磁場のHamiltonianがパラメータ空間で調和振動子であった
事に強く依存している．
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E.2 電磁場のLagrangian 密度
自由電磁場の Lagrangian 密度は

L = −1

4
FµνF

µν (E.9)

で与えられる．ここで Aµ はゲージ場であり，F µν は場の強さと呼ばれるも
ので

F µν = ∂µAν − ∂νAµ (E.10)

と書けている．この F µν を具体的に書くと

F µν =




0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0




(E.11)

となっていて，これは電場と磁場を表している．これは当然で，F µνはゲージ
不変でありゲージ不変な物理量は電場と磁場であるからである．ゲージ場に対
する方程式は

∂µF
µν = ∂µ∂

µAν − ∂ν∂µA
µ = 0 (E.12)

この式は４個あるように見えるが，実際には独立な式は３個である．それは明
らかで，

∂ν∂µF
µν = ∂µ∂

µ∂νA
ν − ∂ν∂

ν∂µA
µ = 0 (E.13)

が恒等的に成り立つからである．そうすると，未知変数は A0, A1, A2, A3 の４
個であるから，方程式の数が１個足りないことになる．この事がゲージ自由度
があるという事と関係している． Aµ には任意性があるのである．すなわち，
この方程式だけからではAµを決める事は出来ないという事である．そのため，
ゲージ固定する必要がある．大切な事は，ゲージ固定して Aµ を決定した時に
物理的な観測量である電場と磁場がきちんと求まっている事である．
しかし，第５章で議論しているようにまだもう一つ条件が足りていない．そ
れは運動方程式を解いていないからである．自由場 Aµ(x) の解

Aµ(x) =
∑

k

2∑

λ=1

1√
2V ωk

εµ(k, λ)
[
ck,λe

−ikx + c†k,λe
ikx

]
(E.14)
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を運動方程式に代入すると

kµε
µ − (k · ε)kµ = 0 (E.15)

と言う式が求まる．ここで εµ がゼロでない意味のある解が求められると言う
条件より，Lorentz条件 kµε

µ = 0 が求まっている．

E.2.1 電磁場の量子化

電磁場の量子化は実験から始まっている．最も単純なところでは，水素原子
における 2p 1

2
から 1s 1

2
状態への遷移の際放出される光の問題がある．2p 1

2
の

状態では電磁場の状態は真空であったのに，1s 1
2
状態では１個フォトンが生成

されている．これは通常の電磁場の理論では理解できない．そこで考案された
のが「場の量子化」である．何故量子化と呼ばれるのかと言うと，それは場を
オペレータで書くからである．ゲージ場の量子化を式で書くと

A(x) =
∑

k

2∑

λ=1

1√
2V ωk

ε(k, λ)
[
ck,λe

−ikx + c†k,λe
ikx

]
(E.16)

となり，ここで ωk = |k| である．また，ε(k, λ) は偏極ベクトルで

ε(k, λ) · k = 0, ε(k, λ) · ε(k, λ′) = δλ,λ′ (E.17)

を満たしている．量子化とは展開係数 ck,λ と c†k′,λ′ に対して

[ck,λ, c†k′,λ′ ] = δk,k′δλ,λ′ (E.18)

の関係式を仮定する事である．この時，展開係数 ck,λ と c†k,λ′はもはや単なる
数ではなくて，オペレータになっている．このため，このオペレータが作用す
る空間を定義する必要があり，それを Fock空間と呼んでいる．式で書くと，

ck,λ|0〉 = 0 (E.19)

を満たす |0〉 を真空という．従って，この真空に c†k,λ′ をオペレートすると，

c†k,λ′|0〉 = |k, λ〉 (E.20)

となり，これは運動量 k， 偏極 λ をもつフォトンの状態が生成された事を意
味している．電磁場の量子化に関してはこれが全てである．それ以上の理論的
なことはまだ良くわからない．しかし，この手法で現在までのところ，全ての
実験と矛盾はしていない．
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E.3 Dirac場のLagrangian 密度
質量 m を持つ質点に対する自由 Dirac場の Lagrangian 密度は

L = ψ̄(i∂µγ
µ −m)ψ = ψ†i [γ0(i∂µγ

µ −m)]ijψj (E.21)

で与えられる．ここで

ψ(r, t) =




ψ1(r, t)

ψ2(r, t)

ψ3(r, t)

ψ4(r, t)




ψ†(r, t) = ( ψ†1(r, t) ψ†2(r, t) ψ†3(r, t) ψ†4(r, t) )

であり，また ψ̄ は ψ̄ ≡ ψ†γ0 と定義されている．この時，質量 m を持つ自
由なフェルミオンのDirac方程式は

(
i
∂

∂t
+ i∇ ·α−mβ

)
ψ(r, t) = 0 (E.22)

と書かれている．

E.3.1 Dirac場の量子化

Dirac場の量子化は電子と陽電子対が生成される事も勿論実験的な要請の一
つであるが，実はそれ以上に重要な実験的な要請がある．それはパウリ原理で
ある．電子は一つの状態に１個しか入れない．この実験事実を説明するには，
Dirac方程式だけでは不十分である．このため，Dirac場を反交換関係式で量
子化する事がどうしても必要になる．場の量子化の仕方は基本的には電磁場と
同じである．まず，フェルミオン場 ψ を自由場の解で展開する．

ψ(r, t) =
∑
n,s

1√
L3

(
a(s)
n u(s)

n eipn·r−iEnt + b(s)
n v(s)

n eipn·r+iEnt
)

(E.23)

ここで u(s)
n と v(s)

n は自由Dirac方程式のスピノル解であり

u(s)
n =

√
En + m

2En

(
χs

�·pn
En+m

χs

)

v(s)
n =

√
En + m

2En

(− �·pn
En+m

χs

χs

)
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と与えられている．さらに

pn =
2π

L
n, En =

√
p2
n + m2 (E.24)

を満たしている．また，χs はスピンの固有関数を表し，s は s = ±1
2
である．

ここで，Dirac場の量子化は

{a(s)
n , a†

(s′)
n′ } = δs,s′δn,n′ , {b(s)

n , b†
(s′)
n′ } = δs,s′δn,n′ (E.25)

および

{a(s)
n , a

(s′)
n′ } = 0, {b(s)

n , b
(s′)
n′ } = 0, {a(s)

n , b
(s′)
n′ } = 0 (E.26)

によって行われている．この最後の反交換関係式により，パウリ原理が満たさ
れる事は容易に確かめられる．ここでの場の量子化は，負のエネルギー状態を
そのまま使ったものになっている．摂動論で計算を実行する場合，反粒子描像
で計算した方が便利である場合が多い．勿論，どちらで計算しても，観測量は
同じように得られる事に変わりはない．
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E.4 量子重力場の理論
重力場自体はこれまで実験的にも良く知られて来ている．質量 m1 と質量

m2 がある時，いかなる場合でも２つの質点間に必ず引力が働く．これは実験
事実である．これまでのどの観測をみても，例外は無く常に引力である．しか
も，その質点間の引力 V (r) は

V (r) = −G
m1m2

r
(E.27)

と書ける事もわかっている．しかしながら，この力を生み出す「場」が何者か
がわかっていないのである．ある意味で，わかる前に一般相対論の方に人々の
興味が移ってしまったと言った方が良いのであろう．それでは，どの様な場が
その力をつかさどるのであろうか？

E.4.1 量子重力場のLagrangian密度

この問題を解決しているのが，これから議論するLagrangian密度である．新
しい量子重力場の理論の Lagrangian密度は重力場を G とすると

L = iψ̄γµ∂µψ − eψ̄γµAµψ −m(1 + gG)ψ̄ψ − 1

4
FµνF

vµν +
1

2
∂µG ∂µG (E.28)

書く事ができる．この重力場 G はスカラー場であると仮定している．これは
スカラー場による相互作用が常に引力になる事がわかっているからである．ス
カラー場であるために，Lagrangian密度の相互作用項として，その質量項の
中に入れる事が出来て，重力が常にその質点の質量に比例するという実験結果
と整合性のある理論を作る事が出来ているのである．この相互作用の形を考え
た人は恐らくこれまで非常に沢山いるものと思われる．
それでは，何故，この相互作用の形式が人々に受け入れられなかったのであ
ろうか？それは，繰り込み理論と関係している．これまで長い間人々はゲージ
理論のみが繰り込み可能であると思い込んできたのであり，それ以外の理論は
繰り込み可能性を証明できないから理論としては不十分であると信じていた
のである．このゲージ理論に対する必要以上の「評価」が何処から来ている
のかと言う点も，今となっては明らかになっている．ゲージ理論への「信奉」
は，基本的には繰り込み理論が持っていた問題点を回避する唯一の手法がゲー
ジ条件であると人々が考えたからである．QEDの繰り込み理論は，その理論
の複雑さにもかかわらず，Lambシフトの実験値にしても電子の異常磁気能率
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の実験値にしてもかなりの精度で再現出来ていると思われている．しかしなが
ら，Lambシフトの計算には依然としてLog発散がありこれを消去できていな
いし，また繰り込み理論による g− 2 の計算は間違っている事が知られている
Feynmanの伝播関数を使い，観測量に Log発散が現れているのである．現在
の繰り込み理論では，観測量の計算に奇妙な発散が見られるのはゲージ理論の
みである事がわかっている．

E.4.2 量子重力の運動方程式

Lagrangian密度が得られるとそれから運動方程式が計算できる．Dirac方程
式は

iγµ∂µψ − eγµAµψ −m(1 + gG)ψ = 0 (E.29)

となり，重力場に対する運動方程式は

∂µ∂
µG = −mgψ̄ψ (E.30)

となる．この重力場に対して，静的近似をする

G = G0(r) + Ḡ(x) (E.31)

ここで，G0(r) は時間には依らないと仮定している．この場合，G0(r)に対す
る方程式は

∇2G0 = mgρg (E.32)

となり，これは重力に対する Poisson型方程式である．ここで ρg は時間に依
らない密度を表している．この場合，重力エネルギーHS

G は

HS
G = mg

∫
ρgG0d

3r +
1

2

∫
(∇G0)

2d3r = −m2G0

2

∫ ρg(r
′)ρg(r)

|r′ − r| d3rd3r′ (E.33)

となる．これは，勿論よく見慣れた方程式であり，常に引力であるし，またそ
れぞれの質量に比例している．

E.4.3 重力場の量子化

ここで極めて難しい問題に遭遇する．この重力場は量子化するべきであろう
かという事である．これまで繰り返し述べてきたように，場の量子化は現在ま
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での所，実験を記述するために導入したが，その物理的な本質は今ひとつ明解
とは言えない．はっきりしている事は，電磁場とフェルミオン場はそれぞれ交
換関係と反交換関係で場の量子化を行うべきであるという事である．しかし，
重力場に対しては，実験的な要請はない．理論的にも重力場を量子化する必要
性は全くないのである．
重力場の量子化を行わないとどうなるかと言えば，静的な重力場がフェルミ
オン間に存在して，これまでの実験的な観測事実と全く矛盾しなく，逆に言え
ばそれだけである．実際，実験的に重力子が見つかっていない限り，重力場の
量子化は不要である．
さらに言えば，繰り込み理論の立場からすると，重力場は量子化しない方が
正常であることがわかっている．量子電磁力学に関しては，繰り込み理論が非
常に重要な理論体系になっていた．しかしながら最近の研究によって，すべて
の量子場の理論において観測量に対しての無限大は存在しないことが計算に
よって確かめられている．従って，重力理論に対しても当然，繰り込みは不要
であり，重力場も古典場として扱う事が正しい理論な方法である事がわかって
いる．
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付録F　原子力事故の検証

原子核物理学の専門家として原子力事故を検証する事は非常に重要である．原
子炉はすでに工学的な応用が主力であり，サイエンスとしての問題点は見受け
られないように思われるし，これまで自分もそう信じて来た．しかしながら，
1999年に起こった JCO の臨界事故では核分裂反応が直径 45 cm，高さ 30 cm

程度の小さな空間で現実に起こったものであり，原子核物理の立場から注意深
い検証を行う必要がある．実際，硝酸ウラニル溶液を沈殿槽に移している際，
それが 45 ` 程度になった時に突然，臨界状態になったという事であるが，こ
の事故は原子核物理学から見てもそれ程単純な現象とは思われないのである．
従って，原子核の核分裂反応を一つ一つ吟味して何故この事故が起こってし
まったのかの原因を原子核物理学の事例として調べ検証する事は重要な事であ
ると考えたので，その解析結果を解説する．

F.1 JCOの事故
まず JCO 作業員が硝酸ウラニル溶液を作り，それを沈殿槽に移す過程を説
明しよう．以下の作業過程を１バッチと呼ぶ
（１）ステンレス容器に８酸化３ウラン (U3O8) 2.4 kg, 硝酸 1.7 ` を加える
（２）全容量が 6.5 ` になるように純水を加える
この硝酸ウラニル溶液を沈殿槽（直径 45 cm, 高さ 60 cm）に移してゆく．そ
して，７バッチ目を注入した時に青い光（チェレンコフ光）が見えたために，
臨界状態が起こったと判断された．実際，２人の作業員は重度の中性子被爆被
害を受けている．
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F.2 核分裂の連鎖反応
ウランなどの重い原子核では中性子を吸収して核分裂する事が実験的に知ら
れている. 式で書くと

n +235 U → A1 + A2 + (2 ∼ 3)n (F.1)

となる．ここでA1, A2 は核分裂でできた新しい原子核をあらわしている．こ
の反応で重要な事が２つある．一つ目は必ず２個か３個の中性子が生成される
と言う事であり，２つ目はこの核分裂が起こる確率は吸われる中性子のエネル
ギーがほとんどゼロの場合に最も大きいと言う実験事実である．
連鎖反応とはこの生成された２個か３個の中性子が再び他の 235Uに吸われ
て核分裂反応を起すという現象を言っている．そしてこの核分裂連鎖反応が継
続して起こっている状態を臨界という．
通常の原子炉では 235U の濃縮度は 3∼5％と言われているが，ここで使用さ
れたウランは 235Uが 18.8 ％ある中濃縮ウランである．ちなみに，この濃縮度
が 90％以上になったものが原子爆弾に利用されている．

F.3 何故，臨界になったのか？
それでは 50 ` にも満たない沈殿槽内部で，何故，臨界状態が生じたのであ
ろうか？以下にその主要原因を明らかにして行こう．

F.3.1 最初の中性子源

核分裂の連鎖反応が起こるためには中性子源が必要である．中性子の寿命
はせいぜい１５分なので，自然界にそのまま存在しているわけではない．この
JCOの事故の場合，中性子源は 238Uの自発核分裂による中性子である．この
238Uの寿命は約 45 億年であり，また自発核分裂の割合が 5.45× 10−7 である．
この事を用いると１ｇの 238Uが自発核分裂する回数は約 0.01 回となる．従っ
て １バッチ中では 238Uが約 1.6 kg 含まれており, １回の自然核分裂で放出さ
れる中性子数が 1 ∼ 2 であると考えられるので 238Uは１バッチ中で毎秒，約
20 個 程度の中性子を放出している．
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F.3.2 n−235U 核分裂の平均自由行程（即発中性子）

中性子がウラニル溶液中で 235U と核分裂反応を起こす平均自由行程 (mean

free path λ) は

λ =
1

ρσf

(F.2)

と書く事ができる．この平均自由行程の式の導出は Glauber理論によってい
る．ここで ρは 235U の数密度を表し，σf は中性子と 235U の核分裂断面積を
表している．ここで１バッチ中の 235U の数密度は ρ ' 1.5× 1020cm−3 である．
一方，中性子と 235U の核分裂断面積 σf は入射中性子のエネルギーに強く依
存している．実験から，核分裂断面積 σf のEn 依存性は

σf '
{

1 b : En = 1 MeV

585 b : En = 0.025 eV
(F.3)

となっている．但し 1b =10−24 cm2である．

• 即発中性子の核分裂平均自由行程 : 核分裂で放出される中性子（即発中性
子）の平均エネルギーは約１MeV である事が実験からわかっているので，即
発中性子による核分裂の平均自由行程 λf は直ぐに計算できて

λf =
1

ρσf

' 67 m (F.4)

である事がわかる．この平均自由行程は非常に長くこれでは明らかに臨界には
ならない．それではどうして臨界状態になり得たのであろうか？

F.3.3 中性子と水分子との衝突

核分裂断面積 σf が大きいのは中性子のエネルギーが熱中性子程度に小さい
場合である．即ち，中性子がウラニル溶液中でエネルギーを失う場合があれば
核分裂の平均自由行程は小さくなる．中性子が衝突によりエネルギーを失うた
めには，同じ大きさの粒子（ここでは陽子）との衝突を考えればよい．それは
水分子中の水素原子の陽子である．中性子と陽子の散乱断面積は実験でわかっ
ており，低エネルギーでは角度依存性がほとんど無い事が知られている．

•中性子−水分子衝突によるエネルギー損失 : 中性子が陽子と散乱すると１
回の散乱で約半分のエネルギーを失う事が簡単にチェックできる．式で書くと
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次のようになる．入射中性子のエネルギーとその運動量を En, p とし，陽子は
静止状態とする．この時，散乱後の中性子のエネルギーとその運動量をE ′

n,k

とすると，エネルギーと運動量の保存則より

p2

2M
=

k2

2M
+

(p− k)2

2M
(F.5)

となる．これは直ぐに解けて

k = p cos θ (F.6)

と求まる．この断面積は s−波散乱がほとんどのため角度 θ に依らない事が実
験でもわかっているので角度で平均すると

E ′
n =

1

π

∫ π

0

p2

2M
cos2 θdθ =

1

2
En (F.7)

となり，１回の散乱で中性子は約半分のエネルギーを失う事になっている．

• 中性子−水分子衝突の平均自由行程 : ここで中性子が１バッチ中で陽子
と散乱する場合の中性子の平均自由行程を計算しよう．１バッチ中の陽子の数
密度は ρp ' 4.9× 1022 cm−3 である．低エネルギーでの中性子ー陽子散乱断面
積は実験で σnp ' 20 b とわかっている．従って，中性子が１バッチ中で陽子
と散乱する平均自由行程は

λp =
1

ρpσnp

' 1 cm (F.8)

となる．この事よりこの溶液中において 1 MeVの即発中性子が約 25 cm 進む

とそのエネルギーはE ′
n = 1 MeV ×

(
1

2

)25

' 0.03 eVとなる．但しこの 25 cm

の距離は直線とは限らないが, 確かにこの中性子は熱中性子そのものである．

F.3.4 n−235U 核分裂の平均自由行程（熱中性子）

この熱中性子が１バッチ中で核分裂をするための平均自由行程は簡単に計算
できる．今の場合，σf = 585 b である事から

λf =
1

ρσf

' 11 cm (F.9)

となる．これより１MeVの即発中性子が 25 cm進んで熱中性子になり，これ
が 11 cm 進むと次の核分裂反応を起こす事になっている．40 ` のウラニル溶
液を沈殿槽に入れた場合，直径が 45 cm で高さが 25 cm 程度になる事を考え
ると確かに沈殿槽内部で連鎖反応が急速に進む可能性が高い事を示している．
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F.3.5 中性子の核反応時間

即発中性子が 36 cm 進むと核分裂反応が起こる事がわかったので，その中
性子がこの距離を進むために要する時間を見積もる必要がある．核分裂反応自
体は恐らくは 10−15秒程度と考えられるのでこれは無視しても十分である．
即発中性子の平均エネルギーは 1 MeV であり，この中性子が 1 cm 進むの

に要する時間は τ0 ' 7.6×10−10 秒である．その後，1 cm進む毎にエネルギー
が半分になるので，掛かる時間は

√
2 だけ増えてゆく．従って，25 cm 進むと

全時間は T0 = (1 +
√

2 + · · · + 2
25
2 )τ0 ' 15 µ秒と求まる．この後，熱中性子

は 11 cm 進むのだが，この時のエネルギーは 0.03 eV である．従って，熱中
性子が 11 cm 進む時間は τth ' 46 µ秒となる．これより，即発中性子が次の
核分裂反応を起すまでの時間は Ttot ' 61 µ秒となる．

F.4 臨界時の総エネルギー
この臨界状態での総エネルギーはどのくらいなのであろうか？この評価は非
常に難しいが，大雑把な値を求めてみよう．まず，最初の仮定として，再利用
される中性子数を nr = 1.001 と取ってみよう．これは大変難しい所であるが，
まずは試みとして計算するという事である．原子炉では勿論この値が nr = 1

となるように調整している．ここで核分裂が何回起こったとすれば良いかが問
題である．ここでは核分裂数が N = 40000回と仮定する．この時，核分裂が
起こっていた時間は Tf ' 2.4秒であり，また核分裂総数は

Ntot = 1.00140000 ' 2.3× 1017 (F.10)

と求まる．最初に 238Uの自発核分裂による中性子数は１バッチでは約 20 個で
あったので，そのうち半分が利用されたとしよう．さらに１個の核分裂で約 200

MeVのエネルギーが解放されるのでこの場合の全エネルギーはEtot ' 4.6×1026

eV となり，これは計算機シミュレーションで求められた値に近いものである．

F.5 臨界は何故止まったか？
これまで見たように，確かに JCOの事故では臨界に達して膨大な核エネル
ギーが放出された事がわかり，重大な中性子被爆が起こった事が良くわかるもの
である．しかしここで深刻な疑問にぶつかる．それは臨界は何故止まったのか？
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と言う事である．単純に考える限り上記の連鎖反応を止めるには別の理由が必
要である．それでは臨界は，何故，止まったのであろうか？何故１回のバース
トで終了したのであろうか？

F.5.1 ７バッチ目の核分裂

この答は恐らくは以下のようであろう．それはウラン化合物は水や硝酸より
も相当に重いのでウランは秒単位の時間を経て沈殿槽の下方に沈殿するもの
と考えられる．この場合，恐らくは２０％程度の体積内にウランは沈殿するも
のと仮定してもそれ程間違える事はないと思われる．従って，６バッチ目を終
了した段階ではウランは沈殿槽の下から 4.9 cm までに沈殿したと仮定しよう．
つまりその上の 19.7 cm の所に水が存在していたと考えて良い．この場合の
計算をした結果が

Etot ' 4.6× 1026 eV ' 7.4× 107 J (F.11)

となったわけである．前述したように，この核分裂反応が継続した時間は全体
で大雑把に言って

Tf ' 2.4 秒 (F.12)

であったと計算されているが，これはウランが下方に落下する時間に対応して
いるものと考えられる．
同様な計算を６バッチ目に対しても実行した所，６バッチ目の総エネルギー
はこれよりも約 1000 倍小さいものであった．しかし小さいながらも６バッチ
目でバーストはすでに起こっていたと考えられる．
いずれにせよ，臨界が止まった物理的な理由が確かにあったのである．ウラ
ンが下に落下してしまった段階では，下方にたまったウランの回りに水は無
く，従って，核分裂が起こっても即発中性子がエネルギーを簡単には失う事が
出来なく，それゆえ，もはや臨界には到底なり得ないと言う事である．

F.5.2 ８バッチ目の核分裂

これから先は，現実に起こった事ではないが，状況を考えれば起こったとし
ても不思議ではない，極めて深刻な問題を議論しよう．もし，８バッチ目が投
入されていたと仮定しよう．この場合ウランが関与する総数はウランが落下す
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る時間 (水の高さ)に比例するから大雑把に言って 22.9
19.7
倍だけ増える．よって

N = 40000× 22.9

19.7
' 46500 (F.13)

となっている．従って核分裂総数は

Ntot = 1.00146500 ' 1.5× 1020 (F.14)

と求まり，その全エネルギーは Etot ' 3× 1029 eV となっている．これは
Etot ' 4.8 × 1010 J, 即ち 11 トンの TNT火薬に相当するエネルギーである．
この場合は明らかに中性子被爆だけでは済まされなかった事になる．チェルノ
ブイリの事故が約 100 トンのTNT火薬に相当すると言われているが，この８
バッチ目のエネルギーの大きさから考えてみるとチェルノブイリの事故なみの
被害になった可能性が否定できないものである．

F.5.3 核燃料濃縮度で事故は起こったか？

JCOの事故は現実に起こってしまったが，通常の核燃料の場合，このよう
な事故が起こったかどうかを検証することは非常に重要である．実際問題とし
ては，以下に見るように，この事故の主な原因が濃縮度にあった事がわかる．
このことは重大な意味を持っていて，実はこの事故に関しては，科学者に責任
が全くなかったは言えないと思われる．少なくとも濃縮度の重要性をきちんと
具体的な計算で示しておく必要があったことは明らかであろう．

• JCO事故のウラン濃縮度と核分裂数 : これまで議論してきたように JCO

事故のウラン濃縮度は 18.8% である．この場合，核分裂数は NJCO ' 40000

と仮定されて計算されている．

• 核燃料のウラン濃縮度と核分裂数 : 一方，通常の核燃料ではウラン濃縮度
が 5% 以下のものが利用されている．濃縮度 5% とした場合，核分裂が起こる
平均自由行程は λReactor

f ' 41.4 cmである．一方，JCO事故の場合，λJCO
f ' 11

cm であった．核分裂で生成された中性子が熱中性子になるための平均自由行
程は λth−n ' 25 cm であった。従って、通常の核燃料を使った場合の核分裂数
は大雑把に言って

NReactor ' 40000× λJCO
f + λth−n

λReactor
f + λth−n

' 21687
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となる．従って，臨界状態になったとした時の全核分裂総数は

NReactor
tot ' 1.00121687 ' 2.6× 109

となる．これは JCOの事故の場合の NJCO
tot ' 2.3× 1017 と比べると８桁近く

小さい数になっている．エネルギーで書き直すと

JCO : EJCO
tot ' 4.7× 1026 eV ' 7.4× 107 J

Reactor : EReactor
tot ' 5.2× 1018 eV ' 0.8 J

となっている．これから見て明らかなように，通常の核燃料物質であったなら
ば JCOの事故は起こらなかったのである．濃縮度がこれだけ大きな影響をす
るという事実を原子炉関係の専門家のみならず，原子核物理学者も十分な認識
ができていなかったと思われる．今後，十分な注意とともに，さらにより正確
な核分裂反応の研究が必要であると言えよう．

F.6 まとめ
原子核分裂を応用した原子炉は工学的にはかなり安全なものと考えられる
し，実際，原子炉関係の事故はむしろ少ない方であると言ってよい．しかしな
がら，原子炉に関連する問題は原子核物理学として全て理解されているかと言
うと，実はそうではない事がわかったという事である．福島の原発事故は確か
に原子炉そのものの事故というよりも電気系統が完全破壊された場合の事故
と考えられている．しかしながら，使用済み核燃料があれば大量の放射線が放
出されている事は明らかであり，この放射線による水蒸気破壊の事は良く知ら
れていた事実でもある．この点でも放射性原子核の事を正確に知っている事が
原子炉関係では非常に重要である．さらに，核分裂の理論自体もまだ十分理解
されているとは到底言えないものである．実際，例えば熱中性子で 235Uは核
分裂を起すが 238Uは起さないという実験事実さえも理論的にはこれまできち
んとは理解できてはいなかったのである．これからしばらく (数十年)は原子
炉が稼動するものと思われるが，その場合，原子核物理学の研究者はさらによ
り深くその周辺の物理を理解するべく努力する必要があると思われる．
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付録G　物理屋の数学公式

数学は言語と同じである．まずは覚えるべきことが沢山ある．しかし覚えた
だけでは駄目で，それが利用できる必要がある．物理でも常に色々な数学が出
てくるが，物理学では数学は道具であり，利用する事が目的である．数学に対
する物理屋の興味は数学者とは本質的に異なっている．我々物理屋は，例えば
の話だが，複素積分によってポールをうまく取れば積分値が正しく求まると言
う，その事だけで十分である．しかし数学者はそのような当たり前の事には興
味を持っていない．彼らは複素平面で無限遠方でどのようにバックグラウンド
がゼロに近づくかに関心があり，物理屋がどんなに頑張っても数学者に対抗で
きるはずがない．
物理屋にとっては数学の公式が正しい事が全てである．しかし，そうかと
いって数学の公式を丸呑みして覚えてしまって，それを使いこなせるかと言う
と，実はなかなか難しいのである．それで，いくつかの数学の公式は，その証
明を物理屋なりに理解しておいた方が得策である事が多い．ここでは，基本
的で割合重要な公式の解説をしておきたい．但し，証明として使っている手法
は，厳密な意味では勿論証明ではない．

G.1 何故偏微分か？
大学１年生で微分を勉強する時，必ず偏微分が一緒に出てきて多少面食らう
ものである．何故，偏微分が必要なのかという事が，最初の頃は今一つすっき
りしなくて納得できないものである．ここでは，数学の最も基本である偏微分
について簡単な解説をしよう．大切な事は偏微分が何故必要かである．
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G.1.1 偏微分の定義

関数 f(x, y)に対して

∂f(x, y)

∂x
≡ lim

∆x→0

f(x + ∆x, y)− f(x, y)

∆x
(yをとめて xで微分)

∂f(x, y)

∂y
≡ lim

∆y→0

f(x, y + ∆y)− f(x, y)

∆y
(xをとめて yで微分)

が偏微分の定義である．それ以上の意味は全くない．

G.1.2 ２変数関数の偏微分

ここで関数 f (x(t), y(t), t)を全微分したい．すなわち，

df (x(t), y(t), t)

dt
≡ lim

∆t→0

f (x(t + ∆t), y(t + ∆t), t + ∆t)− f (x(t), y(t), t)

∆t

を計算したいのである．この時，次のようにある項を引いたり足したりを繰り
返して変形して行くとどうしても偏微分を使わざるを得ない．すなわち，

df (x(t), y(t), t)

dt
=

lim
∆t→0

{
f (x(t + ∆t), y(t + ∆t), t + ∆t)− f (x(t), y(t + ∆t), t + ∆t)

∆x

∆x

∆t

+
f (x(t), y(t + ∆t), t + ∆t)− f (x(t), y(t), t + ∆t)

∆y

∆y

∆t

+
f (x(t), y(t), t + ∆t)− f (x(t), y(t), t)

∆t

}

と変形できる．ここで∆x ≡ x(t + ∆t)− x(t), ∆y ≡ y(t + ∆t)− y(t) と定義
してある．よって

df (x(t), y(t), t)

dt
=

∂f

∂x

dx

dt
+

∂f

∂y

dy

dt
+

∂f

∂t
(G.1)

が示される．この式を見てわかるように，偏微分を使うと確かに簡単な形で書
く事が出来るし合理的でもある．
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G.2 δ(r) 関数
物理ではどの基礎科目でも δ(r) 関数が出てくるが，この使い方は慣れた
ら簡単である．従って，解説する必要はないかも知れないが，学部の２年生
だと，まだ，どうしても δ(r) 関数に違和感を覚えるものである．ここではこ
の δ(r) 関数が何故必要になったかに関する数学的な理由を議論しよう．但し，
δ(r) ≡ δ(x)δ(y)δ(z) である．まず，最初にチェックするべき式は

∇2 1

r
= 0 (G.2)

であり，これは簡単に確かめられる．ところがこの∇2 1
r
を原点を中心とした

半径 a の球全体で積分すると
∫

|r|≤a
∇2 1

r
d3r = −4π (G.3)

となる．この証明は簡単でGauss の定理を用いて
∫

|r|≤a
∇2 1

r
d3r =

∫

|r|=a

(
∇ 1

r

)
· dS = −

∫

|r|=a

er

r2
· err

2dΩ = −4π (G.4)

である事が直ちにわかるのである．何故，この様な事が起こったのであろう
か？答えは簡単で，最初の式は確かに正しいが，しかしこの場合常に原点は除
かれている．これは式を見れば当然であった．つまりは，原点だけが特殊な役
割を担っていたのである．そこで， δ(r) 関数を定義する必然性が出てくる．
すなわち，

∫
δ(r′ − r)f(r′)d3r′ = f(r) (G.5)

と定義するのである．こうすると，∇2 1
r

= 0の式は修正されて

∇2 1

r
= −4πδ(r) (G.6)

となり，これだと確かに原点での発散がうまく処理されている．
δ− 関数に対するより直感的な定義式は，１次元の δ(x) 関数に対して，

δ(x) =

{
0 x 6= 0

∞ x = 0
(G.7)

とするものである．但し，この無限大は 1
x
の発散よりも少し弱いとされてい

るが，物理屋にはそのような事はどちらでも良い．
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G.2.1 Green関数

δ− 関数と関係してよく出てくるものに，Green関数がある．このGreen関
数に関しては，ひどく難しそうに教えらるものであるが，実際には単に便利
であるとして物理屋は使えば良いものである．Green関数 G(r, r0) は例えば
Poisson 方程式

∇2 φ(r) = −ρ(r)

ε0

(G.8)

を解こうとする時に利用する．Green関数 G(r, r0) を

∇2 G(r, r0) = δ(r − r0) (G.9)

と定義すると Poisson 方程式の解はGreen関数 G(r, r0) を使って

φ(r) = − 1

ε0

∫
ρ(r0)G(r, r0)d3r′ (G.10)

と書く事が出来る．この証明は簡単で，実際にこの式をPoisson 方程式に入れ
てみれば良い．ちなみに，この ∇2 1

r
= −4πδ(r) とGreen関数の定義式と比

較すると境界条件がない場合では

G(r, r0) = − 1

4π

1

|r − r0| (G.11)

である事がわかる．この式をGreen関数により φ を求めた式に代入すると

φ(r) =
1

4πε0

∫ ρ(r0)
|r − r0|d

3r′ (G.12)

と求められ，これは良く知られた式になっている．ここで大切な事は，微分方
程式を解く立場で言うと，境界条件が入ってくるとGreen関数に対する方程
式を解く方が Poisson 方程式を直接解くより遥かにやさしいと言う事である．

G.3 Gaussの定理
Gaussの定理は物理でも頻繁に使う公式である．それは，ある任意の閉じた
体積に対して任意のベクトル量 A(r) の発散量∇ ·A を積分する．その結果，
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この積分量はこの体積を囲む表面積において An という法線方向の成分につい
て積分したものと一致しているというものである．式で書くと

∫

V
∇ ·A d3r =

∫

S
An dSn (G.13)

である．ここで，An は表面でのベクトル A の法線方向の成分を表し，また
dSnはその表面での表面積分を表している．方向は外向きを正としている．
この式の証明は３つのステップに沿って行うとわかり易い．まずは，１辺が

a の立方体を考えて，この立方体の隅の１個を原点にとる．この立方体に対し
てGaussの定理が成立する事を証明する．次に，この立方体を８つに切り，１
辺が a/2 の立方体に対してGaussの定理を証明する．この時に，それぞれ小
さな立方体に関しては接する面どうしが打ち消し合い，結局全体の表面だけが
積分に効いて来る事が示される．最後に，ステップ３として，任意の体積を考
え，これを無限小の立方体に分割して考えると，明らかに接する面はお互いに
反対向きになり打ち消し合う事が容易にわかる．従って，結局全体の表面積の
積分になる事が証明されるのである．

G.3.1 立方体でのGaussの定理

Gaussの定理の証明をまず立方体で行う．この場合，左辺の積分は
∫

0≤x,y,z≤a
∇ ·A d3r =

∫ [∫ a

0
dx

(
∂Ax

∂x

)]
dydz

+
∫ [∫ a

0
dy

(
∂Ay

∂y

)]
dzdx +

∫ [∫ a

0
dz

(
∂Az

∂z

)]
dxdy

従って
∫

0≤x,y,z≤a
∇ ·A d3r =

∫
(Ax(a, y, z)− Ax(0, y, z))dydz

+
∫

(Ay(x, a, z)− Ay(x, 0, z))dzdx +
∫

(Az(x, y, a)− Az(x, y, 0))dxdy

となり，この右辺は立方体における表面積分である事が直ちにわかる．すな
わち，

∫

0≤x,y,z≤a
∇ ·A d3r =

∫

S
AndSn (G.14)

が証明されたのである．
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G.3.2 一般の場合のGaussの定理

Gaussの定理の証明が立方体でわかると，前述したように後は簡単である．
まずは立方体を８つに切ってそのそれぞれに対してGaussの定理を示すとわ
かる事は，それぞれにおいて面が接している所は常に打ち消し合っている事が
示されるのである．従って，残るのは全体の表面での積分になってくるのであ
るが，これは直ぐにチェックできる計算である．この事がわかると，一般の場
合も同じように無限小の立方体に分割して見れば明らかなように，接している
所は打ち消し合い，最終的に残る積分はすべて表面となるのである．

G.4 Stokesの定理
Gaussの定理と同じように重要な数学の定理に Stokesの定理

∫

S
∇×A · dS =

∫

C
A · ds (G.15)

がある．ここで， C は閉曲線を表し，S はその閉曲線で囲まれる面積を表し，
この面積積分は右手の法則に従って面積積分の方向を決めている．この証明も
一度きちんと理解しておくと応用の仕方が良くわかると思う．

G.4.1 長方形でのStokesの定理

Stokesの定理の証明をまず長方形で行う．この長方形の一つの頂点を原点に
取り，x−軸方向に a そして y−軸方向に b の長方形を考える．長方形が x− y

平面にあるため，dS の方向は z−軸である．よって左辺は
∫

S

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
dxdy =

∫ b

0
[Ay(a, y, z)dy − Ay(0, y, z)]dy −

∫ a

0
[Ax(x, b, z)dx− Ax(x, 0, z)]dx

となる．これはしかし長方形の周囲を一周積分する事に対応している．すなわ
ち，上式の右辺は原点から x−軸に沿って a まで積分し，そこから y−軸方向
に沿って b まで積分し，さらにそこから x−軸に沿って 0 まで積分し，そし
て最終的に y−軸方向に沿って原点まで積分したものである．これは長方形に
対して Stokesの定理が証明された事に対応している．

∫

S
∇×A · dS =

∫

C
A · ds (G.16)
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G.4.2 一般の場合のStokesの定理

一般の場合の Stokesの定理の証明は，Gaussの定理の時の証明と同じであ
り，上式の場合の長方形を４つに分割してみる．そうすると，分割されたもの
の長方形でお互いに接している線積分は打ち消し合い消えてしまう．結局．残
るのは外回りの線積分だけになる．よって，この場合も確かに Stokesの定理
が証明された事になっている．この事より，一般の閉曲線で囲まれる面積を無
限に小さな長方形に分割してみると，やはり重なった部分は打ち消し合い消
えてしまう．そして残った線積分はすべて閉曲線そのものの線積分になってい
る．従って，確かに任意の閉曲線で囲まれる面積に対して Stokesの定理が成
り立っているのである．

G.5 線形代数
物理でよく使う数学として，勿論，微分方程式が最も良く出てくる事は明ら
かであるが，線形代数の知識もかなり重要である．ここでは，必要最小限の数
学について簡単に解説して行きたい．行列は最初はただ並べただけだが，これ
に演算を定義する事が出来たという事が大きな点である．この行列の問題は学
部学生が最も苦手とする所である．この行列の問題をしっかり理解するには，
２行２列の行列の性質をきちんと理解する事である．そうすれば，一般の行列
は類推でできるものである．それでもわからなかったら数学者に質問して理解
する事が一番である．

G.5.1 エルミート行列

エルミート行列の定義は A† = A である．ここで A† の定義が必要である．
全て２行２列の行列で示す事にする．すなわち具体的に書くと

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, A† =

(
a∗11 a∗21

a∗12 a∗22

)
(G.17)

であり，エルミート行列は従って

A =

(
a + d b− ic

b + ic a− d

)
= a + bσx + cσy + dσz (G.18)
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と書けることが簡単にわかる．ここで，a, b, c, dは実数である．また，σx, σy, σz

は Pauli行列であり

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
(G.19)

と表されている．

G.5.2 ユニタリー行列

ユニタリー行列の定義は U †U = 1 である．この時， U は

U = ei(a+bσx+cσy+dσz) (G.20)

と書く事ができる．これは明らかで，U † = e−i(a+bσx+cσy+dσz) であるので，常に

U †U = e−i(a+bσx+cσy+dσz)ei(a+bσx+cσy+dσz) = 1 (G.21)

と言う条件を満たしている．

G.5.3 行列式

行列式は２行２列の行列の場合は簡単で

det A = A11A22 − A12A21 (G.22)

である．一般の場合は

det(A) ≡ ∑

P

ε(m1···mn)A1m1 · · ·Anmn (G.23)

となる．ここで， ε(m1···mn) は偶置換の場合は +1 であり，奇置換の場合は −1

とする．
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G.5.4 行列式の公式

行列式の公式でよく使うものとして覚えていた方が便利なものに

det A = eTr(ln A) (G.24)

というものがある．ここで厳密さは全く無いが簡単な証明を書いておく．

• 証明 : まず A が xによっているとする．この時 det A の微分は

d det(A(x))

dx
=

∑

ij

∆ij
dA(x)ij

dx
=

∑

ij

det(A(x))(A−1)ji
dA(x)ij

dx

= det(A(x))Tr

(
A−1dA

dx

)
(G.25)

であり，∆ij は小行列式である．ここで A(x) = exB とし，また B は定数行
列であるとすると，

ddet(exB)

dx
= det(exB)Tr(e−xBexBB) = det(exB)Tr(B) (G.26)

である事がすぐわかる．この微分方程式は直ちに解けて，

ln det(exB) = xTr(B) + C (G.27)

となる．初期条件として x = 0を入れると C = 0が求まる．従って，
det(exB) = exTr(B) となる事がわかる．ここで， x = 1 と A = eBとすれば

det(A) = eTr(ln A) (G.28)

が証明された事になっている．
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