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はじめに

これまでレプトン(電子とミューオン)の g-2計算に関して、教
科書 [Fundamental Problems in Quantum Field Theory]

で解説しているので、ここで改めて解説する必要はないと考え
てきたし、実際、その通りであろうと思ってはいる。しかしな
がら、やはりミューオンの g-2、特に Z0-bosonによる Vertex

Corrections をわかり易く解説することは、現在、特に重要で
あろうと思い始めている。それはこの計算が現代物理学の基礎
になっているからである。

Z0-bosonによるレプトン g-2 への Vertex Corrections は
確かに量子電磁力学(QED)を少し超えた範囲の計算となってい
る。しかしながらこの場合、弱い相互作用を考慮する事だけが
QED の範囲外であると言う事であり、基本的には量子場の理
論の計算である。このため、現代物理学の基礎として見た場合、
これが最も重要な計算となっている事は間違いないことである。
さらに、この計算には Log 発散がないため、これまで場の理論
の手法として最も重要な理論スキームとして受け入れられてき
た『繰り込み理論』の手法そのものが、Z0-bosonによるVertex

Corrections に対して実は必要とはなっていないのである。
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場の理論計算は g-2 計算を含めてほとんどの場合、誰にとっ
てもかなり(非常に) 大変である。しかしながら、それでも地味
に一つ一つ計算して行くしか他に方法はない。一般的に言って、
物理の計算ではほとんど正しくても、何処かでほんのちょっとで
も間違いを含んでいるとその計算は最初からやり直しとなって
いる。そして、正しい計算結果を得るためには途方もないほど、
時間が掛かる事が普通である。しかしながら、結果を含めて自
分で計算してそれがうまく実行できれば、必ずそして確実に前
に進めるものである。
この解説が院生や若手研究者 (実は古手研究者も含む)に取っ
て、理論物理の技術向上に少しでもプラスになればと願ってい
る。この場合でも、やはり自分で計算して検証することしか、な
かなか成長する事は出来ないものである。しかしだからこそ、物
理は楽しいとも言えるものであろう。
この解説ノートを書いた後、電子の磁気能率そのものをきちん
と解説する必要があるかも知れないと思い始めて、これを第１
章に書き入れている。これは大学院の講義ノートを書き直した
ものである。従って、あるいは修士の院生諸君には多少、プラス
になるかも知れないとは思っている。この磁気能率に対する３
次の摂動計算が Vertex Corrections である。
第４章に教科書の付録を載せてある。これは、場の理論計算の
時に必ず必要になる公式集である。
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第1章 電子の磁気能率

電磁場中の電子の運動を正しく記述する理論は Dirac 方程式である。そしてこの方程式を
非相対論に近似して行くと、電子と電磁場の相互作用として Zeeman 効果を記述する相互
作用 Hamiltonian HZM が求められる。この場合、スピンによる部分だけ書くと

HZM = − e

2me

σ ·B = −µe ·B (1.1)

となっている。ここで電子の磁気能率 µe は

µe ≡ e

2me

σ ≡ e

2me

g s (1.2)

で定義されている。この場合、g は g-factor と呼ばれていて、電子では g = 2 である事が
わかる。ここで式 (1.1)の導出は非相対論に近似した Dirac の Hamiltonian

HNR =
1

2me

(
σ · (p̂− eA)

)2

(1.3)

から簡単に求める事ができる。実際、数学の公式

(σ ·A)(σ ·B) = A ·B + iσ · (A×B)

を用い、さらに p̂ = −i∇ に注意して Hamiltonianを書き直すと

HNR =
1

2me

(p̂− eA)2 − e

2me

σ ·B (1.4)

となる。この右辺第２項が Zeeman 効果の式 (1.1)である。一方、電子と電磁場の相互作
用 Hamiltonian HI は電子と電磁場の Lagrangian density から

HI = −e

∫
je ·A d3r (1.5)

となっている。この相互作用 Hamiltonian の１次摂動計算を行うと式 (1.1)が求められる。
ここでは１次摂動の計算過程を解説しよう。これは大学院の講義で解説した部分であり、簡
単な計算ではあるが何かの足しになるかも知れない。
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1.1 １次摂動計算
量子電磁力学における相互作用 Hamiltonian は

HI = −e

∫
je ·A d3r (1.6)

であり、これが磁気能率に関係している。但し、ここでの A は外場であり量子化されては
いない。一方、次章で扱う３次の摂動計算は電磁場 A の量子化による効果である。量子場
の理論においては、Dirac 場を含めて場を量子化しているためその系は無限多体系となって
いる。従って、摂動論でしか計算出来ない。その摂動論では、非摂動の状態関数はすべて自
由粒子の状態である。勿論、それ以外、計算できないからである。従って、電子の磁気能率
に関連する Zeeman 効果の Hamiltonian も１次摂動の計算を行う事により、式 (1.1)の
エネルギー W (1) を求める事ができる。よって

W (1) = 〈FS |HI |FS 〉 = −e〈FS |
∫

je ·A d3r|FS 〉 (1.7)

となる。ここで |FS 〉 は電子の自由粒子状態を意味していて、シンボリックに書いている。
以下に１次摂動計算について解説しよう。この場合、W (1) と HI を同定して

W (1) = HI = −e

∫
je ·A d3r (1.8)

と表記する事にしている。ここで je は自由粒子の状態関数によって計算されている。

1.1.1 Vector Current je

電子の Vector Current je は

je = ψ̄γψ (1.9)

である。ここで ψ は電子の状態関数であり、また ψ̄ は

ψ̄ ≡ ψ†γ0 (1.10)

と定義されている。この ψ̄ の導入は状態関数から Lorentz 不変な内積を作る時に便利であ
るため導入されたもので、特に物理的な意味がある訳ではない。また γ 行列は

γµ = (γ0, γ), γ0 =

(
1 0

0 −1

)
, γ =

(
0 σ

−σ 0

)
(1.11)
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と定義されている。ここで Dirac 方程式の自由粒子解 ψp(r, t) を具体的に書いておこう。
この自由粒子解として

ψp(r, t) = up
1√
V

eip·r−iEt (1.12)

と書く事ができる．但し，up は４列のベクトルであり、

up =

√
Ep + me

2Ep

(
χs

�·p
Ep+me

χs

)
, χ↑ =

(
1

0

)
, χ↓ =

(
0

1

)
(1.13)

と書かれている。χ↑ と χ↓ はスピン波動関数である。

1.1.2 Vector Current je の非相対論極限

ここで je の非相対論極限の式を書いておこう。時間依存の部分は効いてこないのでここ
では省略している。また、スピン波動関数 χs も必要ないので省略しよう。Dirac 方程式の
自由粒子解の状態関数 ψp(r) で非相対論の近似をすると

ψp(r) =

√
Ep + me

2Ep

(
1
�·p

Ep+me

)
1√
V

eip·r '
(

1
�·p
2me

)
1√
V

eip·r (1.14)

となる。この時、Vector Current je は

je = ψ̄(p′)γ ψ(p) =
1

2me

{
(σ · p′)σ + σ(σ · p)

} 1

V
eiq·r (1.15)

となっている。但し、q = p− p′ は Momentum Transferである。ここで公式

(σ · p′)σ = p′ + iσ × p′, σ(σ · p) = p− iσ × p (1.16)

を使うと、Vector Current je は

je =
1

2meV

(
2p− iσ × q

)
eiq·r (1.17)

と求まる。但し、右辺第１項では q → 0 としている。右辺第２項が Spin Current であ
り、Momentum Transfer q の関数である。この q は定磁場を考える場合、非常に小さな
物理量であるが、しかしゼロではない。これはいずれゼロの極限をとる物理量であるが、最
初からゼロとする事は出来ない。
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1.2 相互作用 Hamiltonian HI の非相対論極限
ここで相互作用 Hamiltonian HI の非相対論極限を具体的に計算して行こう。ここでは

Spin Current の部分だけ考えて行く。HI は

HI = −e

∫
je ·A d3r (1.18)

である。今の場合、ベクトルポテンシャルは定磁場の外場であり、これは

A =
1

2
B × r (1.19)

と書く事ができる。よって、スピン部分の HI は

HI = −e

∫
je ·A d3r =

ie

4meV

∫
(σ × q) · (B × r)eiq·r d3r

=
e

4meV

∫
(B × r) · (σ ×∇) eiq·r d3r (1.20)

となる。但し、この ∇ はこの式では eiq·r のみにオペレートする。ここで式 (1.20)において、
部分積分を実行しよう。この場合、無限遠方ではゼロとしている。この結果、式 (1.20)は

HI =
e

4meV

∫ [
(σ ×∇)× r

]
·B eiq·r d3r (1.21)

となる。ここで、この ∇ は 括弧 [ ] の中の r にのみオペレートする。さらに、

(σ ×∇)× r = −(∇ · r)σ + ∇(σ · r) = −2σ (1.22)

と計算されるので、式 (1.21)は

HI = − e

2meV

∫
σ ·B eiq·r d3r (1.23)

となる。ここで q → 0 とすると、１次摂動計算の結果が

HI = − e

2me

σ ·B (1.24)

と求まる。これは式 (1.1)そのものである。よって電子の磁気能率 µe は

µe =
e

2me

σ =
e

2me

gs (1.25)

なので、確かに g = 2 である。従って、相互作用 Hamiltonian の１次摂動計算から求め
られた電子の磁気能率の g-factor は２である事が確かめられた。
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1.3 磁気能率の高次項
場の量子論では電磁場 A を量子化してはじめてフォトンが理解できるため、ベクトルポ

テンシャル A の量子化は必須である。この場合、量子電磁力学 (QED)は無限多体系の問題
となっている。従って、QED では３次の摂動計算が効いて来ることになり、それが Vertex

Corrections である。この場合、磁気能率の計算結果は g = 2 から少しずれるため、この
ずれの効果を表現するために g − 2 計算と言う言い方をしている。
次章では Z0-boson による Vertex Corrections について解説しよう。この計算が最も
信頼できる計算となっているからである。不思議な事ではあるが、フォトンはゲージ粒子で
あるため、その取扱いが複雑になっていて、３次の摂動計算にはまだ少し任意性があるよう
に思われる。このため、フォトンによる Vertex Corrections についてはここで紹介はし
ていない。
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第2章 Vertex Corrections

ミューオンの g-2 計算について、ここで簡単な解説ノートを書いておこう。電子の g-2 計
算はフォトンによる Vertex Corrections に依るものであるが、この計算により基本的に
は g-2 の実験結果が理解されている。そして、これは量子電磁力学 (QED) の範囲内の計
算で十分である [2, 3, 4, 5]。一方、ミューオンの g-2 は、この電子の g-2 から９桁目でズ
レが生じる事が Fermilab の実験で確認されている。この電子とミューオンの g-2 の差は
QED の範囲では理解できない事が分かっている。それは g-2 が無次元量であるため、電子
とミューオンの質量差には依存しないからである。
それではこの電子とミューオンの g-2 の差はどのように理解できるのであろうか？この場
合、最も可能性がある物理的なメカニズムは Z0-boson による Vertex Corrections の効
果によるものである。Z0-boson の質量 MZ は MZ ' 91 GeV/c2 程度であるため、電子
やミューオンと比べるとはるかに重いものである。この場合、レプトンに対する Z0-boson

による Vertex Corrections の補正項 g`
Z0 は、g-2 が無次元である事から、必ずレプトン

とZ0-boson の質量比に比例しているはずである。実際の計算では [1]

ge
Z0 ' C0

(
me

MZ

)2

(2.1)

gµ
Z0 ' C0

(
mµ

MZ

)2

(2.2)

となっている。ここで C0 は定数である。また, me と mµ は電子とミューオンの質量であ
る。従って、ミューオンに対する Vertex Corrections の効果は電子に対する効果よりも

(
mµ

me

)2

' 4.4× 104 (2.3)

だけ大きくなっている。これがミューオンと電子の g-2 の差として観測されたものと考え
られるのである。
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2.1 Weak Vector Boson による Vertex Corrections

ここでは、レプトンに対する Vertex Corrections に関して、Weak Vector Boson の
効果の計算を実行しよう。この場合，Z0-boson がこの補正に効いてきている．

2.1.1 Z0-boson による Vertex Corrections

ここで Z0-boson による Vertex Corrections Λρ(p′, p) の式を書いておこう。基本的に
は Feynman diagrams を計算することになっている。この場合の Notations は教科書
[1] を参照して貰う事にして、細かい部分の解説は省略する事にしよう。Λρ(p′, p) は

Λρ(p′, p) = −ig2
ze

∫
d4k

(2π)4

(
gµν − kµkν

k2

k2 −M2
Z − iε

)
γµγ

5 1

p/′ − k/−me

γρ 1

p/− k/−me

γνγ
5 (2.4)

と書かれている。但し、ここでは γ5γµ 項のみ書いている。ここで、最も重要な部分は Z0-

boson の伝搬関数 Dµν(k) であり、これは

Dµν(k) = − gµν − kµkν

k2

k2 −M2
Z − iε

(2.5)

となっている。この伝搬関数の式 (2.5)の導出に関しては次章で解説しよう。

2.1.2 k 積分の主要項の計算法

この Λρ(p′, p) の計算はかなり大変である。ここでは簡単化した計算として Log 発散が存
在しないと言う事の証明を解説しておこう。この場合、式 (2.4)の計算は、まず分母に現れ
ているオペレータである γ 行列の処理から始める事になる。すなわち

1

p/− k/−me

=
p/− k/ + me

(p− k)2 −m2
e

(2.6)

とする。この事より、式 (2.4)は

Λρ(p′, p) = −ig2
ze

∫
d4k

(2π)4

(
gµν − kµkν

k2

k2 −M2
Z − iε

)
γµγ

5 p/− k/ + me

(p− k)2 −m2
e

γρ p/− k/ + me

(p− k)2 −m2
e

γνγ
5 (2.7)

となる。但しここでは p = p′ としている。ここで Feynman trick を使う。すなわち

1

a2b
= 2

∫ 1

0

xdx
1

[xa + (1− x)b]3
(2.8)
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と言う恒等式である。この式の証明は簡単であるが、しかし非常に有用である。これより、
式 (2.7)の分母の部分は

1

(k2 −M2
Z − iε)

(
(p− k)2 −m2

e

)2 = 2

∫ 1

0

xdx
1[

x(k2 −M2
Z) + (1− x)

(
(p− k)2 −m2

e

)]3

と書き直す事ができる。さらに、積分公式
∫

d4k
1

k2 − s− iε)n
= (−)niπ2 Γ(n− 2)

Γ(n)

1

sn−2
, (n ≥ 3) (2.9)

を使って計算して行く事になる。

2.1.3 Λρ(p′, p) に Log 発散がない！

ここで、この Vertex Corrections Λρ(p′, p) の式 (2.4)には Log 発散がない事を証
明しよう。この事は非常に重要である。それは、Feynman 達によるフォトンの Vertex

Corrections には Log 発散が出たため、人々はその発散を処理するために『繰り込み』と
言う処方箋を考えざるを得なかったのである。Feynman 達の計算で Log 発散が出てきた
理由は彼らが使った Feynman の伝搬関数にある。しかしここではこの議論は行わないの
で、教科書 [1] を参照して貰う事にしよう。
式 (2.4)には Log 発散がない事の証明のために、式 (2.4)の計算において k の主要項の
み計算を実行して行こう。これは

Λρ(p, p) = −ieg2
z

∫
d4k

(2π)4

∫ 1

0

2xdx

(
γµk/γρk/γµ − k/k/γρk/k/

k2

)

(k2 − s− iε)3
= 0 (2.10)

となっていることから証明されている。ここで s = M2
Z(1− x) + m2

ex
2 である。

式 (2.4)を丁寧に計算すると レプトン g-2 に対する Z0-boson による Vertex Correc-

tions が求められる。この計算は式 (2.7)を使わないで最初の式 (2.4)において伝搬関数の
分子に現れる 1

k2 を正確に取り扱う必要があり、計算はさらに複雑となっている。ここでは
その結果だけを書いておこう。
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2.1.4 Z0-boson による電子の g − 2

まず電子の g − 2 に対するZ0-boson の Vertex Corrections を計算するとこれは

(
g − 2

2

)

µ

' 7αz

12π

(
me

MZ

)2

∼ 10−13 (2.11)

となっている．ここで αz はZ0-boson とレプトンとの弱い相互作用の結合定数である．こ
の値は弱い相互作用の実験から決められていて

αz ' 2.7× 10−3 (2.12)

程度である。この場合，式 (2.11)から、電子の g− 2 に対する補正は非常に小さい事が分か
る。そしてこれは観測値と矛盾してはいない．

2.1.5 Z0-boson によるミューオンの g − 2

一方，ミューオンの g − 2 に対するZ0-boson の Vertex Corrections を計算すると

(
g − 2

2

)

µ

' 7αz

12π

(
mµ

Mz

)2

' 0.86× 10−9 (2.13)

と求まっている．この値は最近の Fermilab によるミューオンの g− 2 の実験値と比較する
事が出来る．驚いたことに，この理論値は実験値と大きさでは一致している事が分かってい
る．しかしながら、これは非常に小さな物理量でもあり，今後，さらなる高精度の実験が行
われる事を期待しよう。また αz の値にはまだ任意性があると考えられている。従って、こ
の点での改良も必要であろう。
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第3章 弱い相互作用の理論

この章では弱い相互作用の理論を簡単に解説しよう。これはレプトンの g-2 計算において
Weak Vector Boson の伝搬関数を求める事が必要となっているからである。従って、こ
こでは弱い相互作用の理論に関して最小限の解説をしているので、詳細は教科書 [1] を参照
して頂く事にしよう。

3.1 弱い相互作用のLagrangian 密度
CVC理論 [6] においては、荷電カレントを考えて弱い相互作用の模型が造られたのであ
るが，これに対して、この模型には理論的な整合性と言う点である問題点が指摘されていた．
それは、この相互作用 Hamiltonian において２次の摂動計算を行うと２次発散が出てきて
しまうと言う欠陥であった。このため、どうしても中間状態に Weak Vector Bosons を
導入する事が必要であり、この点を考慮した模型を考える事が必須でもあったのである。
それでここでは SU(2)のWeak Vector Bosonsを考慮した弱い相互作用の模型を考えて
行こう．これは，結果的に標準模型 (Weinberg-Salam 模型 [7, 8])の最終的な Lagrangian

密度に対応している．但し、Higgs Boson は最初から必要ないのでここでは考えてはいな
い。この場合，Lagrangian 密度は

L = Ψ̄`(i∂µγ
µ −ma)Ψ` − gJa

µW µ,a +
1

2
M2

aW a
µW µ,a − 1

4
Ga

µνG
µν,a (3.1)

と書かれている．ここで W a
µ は SU(2) の Weak Vector Boson を表していて

W a
µ = (W+

µ , Z0,W−
µ ) (3.2)

である．Ma は Weak Vector Boson の質量を表していて W ボソンの質量はMW '
80 GeV/c2 であり，Z0-boson は MZ ' 91 GeV/c2 である．この式 (3.1)ではハドロン部
分のカレントは省略している．
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3.1.1 レプトンの状態関数

レプトンの状態関数 Ψ` は２成分で書かれていて

Ψ` =

(
ψe

ψν

)
(3.3)

となっている．ここで ψe と ψν は電子とニュートリノの状態関数である．これに対応して，
質量行列 ma も

ma =

(
me 0

0 mν

)
(3.4)

となっている．またFermion Current Ja
µ と Weak Vector Boson の場の強さは

Ja
µ = Ψ̄`γµ(1− γ5)τ

aΨ`, Ga
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW

a
µ (3.5)

と定義されている．

3.1.2 実験の再現性

この弱い相互作用の模型は弱い相互作用に関連するほとんどすべての実験を非常にうま
く再現できている．ここではその議論を行わないが，実験の再現性に優れているのはすでに
CVC 理論模型で確認されていた事である．但し，前述したように中性カレント関連の実験
は SU(2) を導入した事の成果であることは間違いない．
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3.2 弱い相互作用の理論
弱い相互作用による Vertex Corrections を議論するためにはWeak Vector Boson の
ベクトル場 W µ の伝播関数を求める事が必要である．この場合，まずはベクトル場の偏極
ベクトルに対する条件式をきちんと求めておく事が重要となる [1]．ベクトル場 W µ に対す
るLagrangian 密度は

LW = −1

4
GµνG

µν − 1

2
M2WµW

µ (3.6)

で与えられる．ここで

Gµν = ∂µW ν − ∂νW µ (3.7)

である．

3.2.1 Lorentz 条件 (kµε
µ = 0) の導出

この場合，運動方程式は

∂µ(∂µW ν − ∂νW µ) + M2W ν = 0 (3.8)

となる．ここで，自由粒子の解

W µ(x) =
∑

k

3∑

λ=1

1√
2V ωk

εµ(k, λ)
[
ak,λe

−ikx + a†k,λe
ikx

]
(3.9)

を上式に代入して εµ に対する方程式をを求めると

(k2 −M2)εµ − (kνε
ν)kµ = 0 (3.10)

となる．この場合，εµ がゼロでない意味のある解が存在する条件は上の行列式がゼロとなる
ことである．すなわち

det{(k2 −M2)gµν − kµkν} = 0 (3.11)

となる．この式を解くと

k2 −M2 = 0 (3.12)
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が唯一の解として求められる．よってこれを元の式に代入すると

kµε
µ = 0, (Lorentz 条件) (3.13)

が求められる．これは QED では Lorentz ゲージ固定として良く知られている式である．
しかし，前章で見たように QED でもゲージ固定とは無関係に同じ式が求められているが，
これがゲージ理論とは関係のない弱い相互作用においても運動方程式から導かれたと言う事
実は非常に重要である．この事より、QED におけるゲージ固定では Lorentz ゲージ固定
が許されない事が理解されるものである。実際問題として、フォトンの運動方程式を解く事
により、確かに Lorentz 条件が求められるからである。当然の事であるが、運動方程式か
ら得られる条件は常に優先順位の高い条件となっている。

3.2.2 ベクトル場 W µ の自由度の数

ベクトル場 W µ は元々４個の自由度を持っている．しかしベクトルボソンは粒子として
振る舞う場合，その自由度は３である．実際，これはW ボソンとして観測されている．自
由度が１個減ったのは勿論，式 (3.13)の Lorentz 条件があるからである．QEDの場合は，
これにゲージ自由度があるため，もう１個減って，フォトンの自由度は２であった．
有限質量を持つベクトル場 W µ とフォトンのベクトル場 Aµ との違いはゲージ自由度であ
る。このため、実験的にも確かにフォトンは自由度が２である事が確認されている。これは、
フォトンの自由度を考える時はフォトンの場 Aµ を決める必要があるため、ゲージ固定の条
件が必要となっていると言う事であろう。しかしながら、それ以外の場合でゲージ固定の条
件を使う必要が何処かにあるのかどうかと言う問題に関して、実は著者にはその答えがあま
り良くわかってはいない。経験的に言えば、原子における準位間の状態遷移においてフォト
ンを放出する物理過程においては、偏極ベクトルの平均値を決める必要が出て来るので、こ
の場合はクーロンゲージ固定を課すことが必要であると考えている。これは電子が束縛状態
にあるため、その情報がフォトンの偏極ベクトルに影響して、このためゲージ固定が必要な
のであろう。しかしながら、自由電子からのフォトン生成 (virtual photon)の場合、この
フォトンの偏極ベクトルには制限がつかない気がしているのであるが、どうであろうか？
この物理的な理由として考えられるのは、電子とフォトンの相互作用の性質であろう。こ
の H ′ = − ∫

j ·A d3x 相互作用において、自由電子とフォトンの散乱では運動量保存は考慮
される必要があるが、角運動量保存は必要としていない。これに対して、原子に束縛されて
いる電子とフォトンの相互作用の場合、角運動量が保存される必要がある。そしてこれはま
さに偏極ベクトルへの制限となっている。しかしこれは直感的な描像であり、もう少しきち
んと見て行く必要があると思われる。
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3.3 有限質量ベクトルボソン場の伝播関数
次に，有限質量をもつベクトルボソン場の偏極ベクトルが決定された事も踏まえて，ベク
トルボソン場の伝播関数を決定しよう．出発点となるのは S行列の計算であり，この場合，
複数個のベクトルボソン場の T-積が問題となる．ここで，２個のベクトルボソン場の T-

積は

< 0|T{W µ(x1)W
ν(x2)}|0 >= i

3∑

λ=1

∫
d4k

(2π)4
εµ(k, λ)εν(k, λ)

eik(x1−x2)

k2 −M2 − iε
(3.14)

と書かれるので
∑3

λ=1 εµ(k, λ)εν(k, λ) の形はLorentz 条件を考慮する事により

3∑

λ=1

εµ(k, λ)εν(k, λ) = −
(

gµν − kµkν

k2

)
(3.15)

と決定される．従って，質量 M のベクトルボソン場の伝播関数は

Dµν(k) = − gµν − kµkν

k2

k2 −M2 − iε
(3.16)

と一義的に決定される事がわかる．

3.3.1 Green 関数による伝播関数

残念ながら，ほとんどの教科書で使われている伝播関数は，分子のところで k2 の項が M2

と置き換えられたものであり，これは Lorentz 条件を満たしていない．何故，このような
基本的なところで間違えていたであろうか？この点に関して，詳しい解説はここでは行わな
い．恐らくその理由としては，これまでの教科書では Green 関数の手法により伝搬関数を
決めていたからであろう．しかしながら，複数の変数がある場合においては Green 関数の
手法が正しい答えを与えるとは限らない事がわかっており、このために人々は間違った伝播
関数を求めてしまったのであろう．
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第4章 Basic Notations in Field

Theory

In field theory, one often employs special notations which are by now commonly

used. In this Appendix, we explain some of the notations which are particularly

useful in field theory calculations.

4.1 Natural Units and Constants

Here, we employ the natural units because of its simplicity

c = 1, ~ = 1. (4.1.1)

If one wishes to get the right dimensions out, one should use

~c = 197.33 MeV · fm. (4.1.2)

For example, pion mass is mπ ' 140 MeV/c2. Its Compton wave length is

1

mπ

=
~c

mπc2
=

197 MeV · fm

140 MeV
' 1.4 fm.

Fine structure constant: α = e2 =
e2

~c
=

e2

4π
=

e2

4π~c
=

1

137.036
.

Some constants:




Electron mass : me = 0.511 MeV/c2

Muon mass : mµ = 105.66 MeV/c2

Proton mass : Mp = 938.28 MeV/c2

Bohr radius : a0 =
1

mee2
= 0.529× 10−8 cm
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Gravitational constant: G = 5.906× 10−39 1
M2

p

Weak coupling Constant: GF = 1.166× 10−5 (GeV)−2

Magnetic moments :




Electron : µe = 1.00115965219
e~

2mec

Muon : µµ = 1.001165920
e~

2mµc

Weak bosons :





W± − boson : MW = 80.4 GeV/c2, αW ' 4.3× 10−3

Z0 − boson : Mz = 91.2 GeV/c2, αZ ' 2.73× 10−3

4.2 Hermite Conjugate and Complex Conjugate

For a complex c-number A

A = a + bi (a, b : real). (4.2.1)

Its complex conjugate A∗ is defined as

A∗ = a− bi. (4.2.2)

Matrix A :

If A is a matrix, one defines the hermite conjugate A†

(A†)ij = A∗
ji. (4.2.3)

Differential Operator Â :

If Â is a differential operator, then the hermite conjugate can be defined only

when the Hilbert space and its scalar product are defined. For example, suppose

Â is written as

Â = i
∂

∂x
. (4.2.4)
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In this case, its hermite conjugate Â† becomes

Â† = −i

(
∂

∂x

)T

= i
∂

∂x
= Â (4.2.5)

which means Â is Hermitian. This can be easily seen in a concrete fashion since

〈ψ|Âψ〉 =

∞∫

−∞

ψ†(x)i
∂

∂x
ψ(x) dx = −i

∞∫

−∞

(
∂

∂x
ψ†(x)

)
ψ(x) dx = 〈Âψ|ψ〉, (4.2.6)

where ψ(±∞) = 0 is assumed. The complex conjugate of Â is simply

Â∗ = −i
∂

∂x
6= Â. (4.2.7)

Field ψ :

If the ψ(x) is a c-number field, then the hermite conjugate ψ†(x) is just the same

as the complex conjugate ψ∗(x). However, when the field ψ(x) is quantized, then

one should always take the hermite conjugate ψ†(x). When one takes the complex

conjugate of the field as ψ∗(x), one may examine the time reversal invariance.

4.3 Scalar and Vector Products (Three Dimensions) :

Scalar Product :

For two vectors in three dimensions

r = (x, y, z) ≡ (x1, x2, x3), p = (px, py, pz) ≡ (p1, p2, p3) (4.3.1)

the scalar product is defined

r · p =
3∑

k=1

xkpk ≡ xkpk, (4.3.2)

where, in the last step, we omit the summation notation if the index k is repeated

twice.
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Vector Product :

The vector product is defined as

r × p ≡ (x2p3 − x3p2, x3p1 − x1p3, x1p2 − x2p1). (4.3.3)

This can be rewritten in terms of components,

(r × p)i = εijkxjpk, (4.3.4)

where εijk denotes anti-symmetric symbol with

ε123 = ε231 = ε312 = 1, ε132 = ε213 = ε321 = −1, otherwise = 0.

4.4 Scalar Product (Four Dimensions)

For two vectors in four dimensions,

xµ ≡ (t, x, y, z) = (x0, r), pµ ≡ (E, px, py, pz) = (p0,p) (4.4.1)

the scalar product is defined

x · p ≡ Et− r · p = x0p0 − xkpk. (4.4.2)

This can be also written as

xµp
µ ≡ x0p

0 + x1p
1 + x2p

2 + x3p
3 = Et− r · p = x · p, (4.4.3)

where xµ and pµ are defined as

xµ ≡ (x0,−r), pµ ≡ (p0,−p). (4.4.4)

Here, the repeated indices of the Greek letters mean the four dimensional sum-

mation µ = 0, 1, 2, 3. The repeated indices of the roman letters always denote the

three dimensional summation throughout the text.
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Metric Tensor :

It is sometimes convenient to introduce the metric tensor gµν which has the

following properties

gµν = gµν =




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


 . (4.4.5)

In this case, the scalar product can be rewritten as

x · p = xµpνgµν = Et− r · p. (4.4.6)

4.5 Four Dimensional Derivatives ∂µ

The derivative ∂µ is introduced for convenience

∂µ ≡ ∂

∂xµ
=

(
∂

∂x0
,

∂

∂x1
,

∂

∂x2
,

∂

∂x3

)
=

(
∂

∂t
,

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
=

(
∂

∂t
, ∇

)
, (4.5.1)

where the lower index has the positive space part. Therefore, the derivative ∂µ

becomes

∂µ ≡ ∂

∂xµ

=

(
∂

∂t
,− ∂

∂x
,− ∂

∂y
,− ∂

∂z

)
=

(
∂

∂t
,−∇

)
. (4.5.2)

4.5.1 p̂µ and Differential Operator

Since the operator p̂µ becomes a differential operator as

p̂µ = (Ê, p̂) =

(
i
∂

∂t
, −i∇

)
= i∂µ

the negative sign, therefore, appears in the space part. For example, if one

defines the current jµ in four dimension as

jµ = (ρ, j),

then the current conservation is written as

∂µj
µ =

∂ρ

∂t
+ ∇ · j =

1

i
p̂µj

µ = 0. (4.5.3)
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4.5.2 Laplacian and d’Alembertian Operators

The Laplacian and d’Alembertian operators, ∆ and ¤ are defined as

∆ ≡ ∇ ·∇ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
,

¤ ≡ ∂µ∂
µ =

∂2

∂t2
−∆.

4.6 γ-Matrix

Here, we present explicit expressions of the γ-matrices in two and four dimen-

sions. Before presenting the representation of the γ-matrices, we first give the

explicit representation of Pauli matrices.

4.6.1 Pauli Matrix

Pauli matrices are given as

σx = σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σy = σ2 =

(
0 −i

i 0

)
, σz = σ3 =

(
1 0

0 −1

)
. (4.6.1)

Below we write some properties of the Pauli matrices.

Hermiticity :

σ†1 = σ1, σ†2 = σ2, σ†3 = σ3.

Complex Conjugate :

σ∗1 = σ1, σ∗2 = −σ2, σ∗3 = σ3.

Transposed :

σT
1 = σ1, σT

2 = −σ2, σT
3 = σ3 (σT

k = σ∗k).
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Useful Relations :

σiσj = δij + iεijkσk, (4.6.2)

[σi, σj] = 2iεijkσk. (4.6.3)

4.6.2 Representation of γ-matrix :

(a) Two dimensional representations of γ-matrices

Dirac : γ0 =

(
1 0

0 −1

)
, γ1 =

(
0 1

−1 0

)
, γ5 = γ0γ1 =

(
0 1

1 0

)
,

Chiral : γ0 =

(
0 1

1 0

)
, γ1 =

(
0 −1

1 0

)
, γ5 = γ0γ1 =

(
1 0

0 −1

)
.

(b) Four dimensional representations of gamma matrices

Dirac : γ0 = β =

(
1 0

0 −1

)
, γ =

(
0 σ

−σ 0

)
,

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
0 1

1 0

)
, α =

(
0 σ

σ 0

)
,

Chiral : γ0 = β =

(
0 1

1 0

)
, γ =

(
0 −σ

σ 0

)
,

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

(
1 0

0 −1

)
, α =

(
σ 0

0 −σ

)
.

where 0 ≡
(

0 0

0 0

)
, 1 ≡

(
1 0

0 1

)
.
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4.6.3 Useful Relations of γ-Matrix

Here, we summarize some useful relations of the γ-matrices.

Anti-commutation relations :

{γµ, γν} = 2gµν , {γ5, γν} = 0. (4.6.4)

Hermiticity :

γ†µ = γ0γµγ0 (γ†0 = γ0, γ†k = −γk), γ†5 = γ5. (4.6.5)

Complex Conjugate :

γ∗0 = γ0, γ∗1 = γ1, γ∗2 = −γ2, γ∗3 = γ3, γ∗5 = γ5. (4.6.6)

Transposed :

γT
µ = γ0γ†µγ

0, γT
5 = γ5. (4.6.7)

4.7 Transformation of State and Operator

When one transforms a quantum state |ψ〉 by a unitary transformation U which

satisfies

U †U = 1

one writes the transformed state as

|ψ′〉 = U |ψ〉. (4.7.1)

The unitarity is important since the norm must be conserved, that is,

〈ψ′|ψ′〉 = 〈ψ|U †U |ψ〉 = 1.
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In this case, an arbitrary operator O is transformed as

O′ = UOU−1. (4.7.2)

This can be obtained since the expectation value of the operator O must be the

same between two systems, that is,

〈ψ|O|ψ〉 = 〈ψ′|O′|ψ′〉. (4.7.3)

Since

〈ψ′|O′|ψ′〉 = 〈ψ|U †O′U |ψ〉 = 〈ψ|O|ψ〉
one finds

U †O′U = O
which is just eq.(4.7.2).

4.8 Fermion Current

We summarize the fermion currents and their properties of the Lorentz trans-

formation. We also give their nonrelativistic expressions since the basic be-

haviors must be kept in the nonrelativistic expressions. Here, the approximate

expressions are obtained by making use of the plane wave solutions for the Dirac

wave function.

Fermion currents :




Scalar : ψ̄ψ ' 1

Pseudoscalar : ψ̄γ5ψ ' �·p
m

Vector : ψ̄γµψ '
(
1,

p

m

)

Axialvector : ψ̄γµγ5ψ '
(σ · p

m
,σ

)

(4.8.1)

Therefore, under the parity P̂ and time reversal T̂ transformation, the currents

behave

Parity P̂ :




ψ̄′ψ′ = ψ̄P̂−1P̂ψ = ψ̄ψ

ψ̄′γ5ψ
′ = ψ̄P̂−1γ5P̂ψ = −ψ̄γ5ψ

ψ̄′γkψ
′ = ψ̄P̂−1γkP̂ψ = −ψ̄γkψ

ψ̄′γkγ5ψ
′ = ψ̄P̂−1γkγ5P̂ψ = ψ̄γkγ5ψ

(4.8.2)
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Time Reversal T̂ :




ψ̄′ψ′ = ψ̄T̂−1T̂ψ = ψ̄ψ

ψ̄′γ5ψ
′ = ψ̄T̂−1γ5T̂ψ = ψ̄γ5ψ

ψ̄′γkψ
′ = ψ̄T̂−1γkT̂ψ = −ψ̄γkψ

ψ̄′γkγ5ψ
′ = ψ̄T̂−1γkγ5T̂ψ = −ψ̄γkγ5ψ

(4.8.3)

4.9 Trace in Physics

4.9.1 Definition

The trace of N ×N matrix A is defined as

Tr[A] =
N∑

i=1

Aii. (4.9.1)

It is easy to prove

Tr[AB] = Tr[BA]. (4.9.2)

4.9.2 Trace in Quantum Mechanics

The trace of the Hamiltonian H becomes

Tr[H] = Tr[UHU−1] =
∑
n=1

En, (4.9.3)

where U is a unitary operator, and En denotes the energy eigenvalue of the

Hamiltonian.

4.9.3 Trace in SU(N)

In SU(N), the element Ua can be described in terms of the generator T a

Ua = eiαT a

(4.9.4)

where the generator must be hermitian and traceless since

detUa = exp
(
Tr [ln Ua]

)
= exp

(
iα Tr [T a]

)
= 1 (4.9.5a)
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Tr [T a] = 0. (4.9.5b)

The generators of SU(N) group satisfy the following commutation relations

[T a, T b] = iCabcT c, (4.9.6)

where Cabc denotes a structure constant. The generators are normalized such

that

Tr [T aT b] =
1

2
δab. (4.9.7)

4.9.4 Trace of γ-Matrices and p/

Trace of γ-matrices :

Tr [1] = 4, Tr [γµ] = 0, Tr [γ5] = 0. (4.9.8)

Symbol p/ : p/ ≡ pµγ
µ

Useful Relations:

γµp/γµ = −2p/ (4.9.9)

p/q/ = p · q − iσµνp
µqν (4.9.10)

Tr [p/q/] = 4p · q (4.9.11)

Tr [γ5p/q/] = 0 (4.9.12)

Tr [p/1p/2p/3p/4] = 4
{

(p1 · p2)(p3 · p4)− (p1 · p3)(p2 · p4) + (p1 · p4)(p2 · p3)
}

(4.9.13)

Tr [γ5p/1p/2p/3p/4] = −4iεαβγδ pα
1 pβ

2 pγ
3 pδ

4 (4.9.14)

Tr [γ5γµ1γµ2γµ3γµ4γµ5γµ6 ] = −4i [gµ1µ2εµ3µ4µ5µ6 − gµ1µ3εµ2µ4µ5µ6

+gµ2µ3εµ1µ4µ5µ6 + gµ4µ5εµ1µ2µ3µ6 − gµ4µ6εµ1µ2µ3µ5 + gµ5µ6εµ1µ2µ3µ4 ] (4.9.15)

εµναβεµ′ν′α′β′ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δµ
µ′ δµ

ν′ δµ
α′ δµ

β′

δν
µ′ δν

ν′ δν
α′ δν

β′

δα
µ′ δα

ν′ δα
α′ δα

β′

δβ
µ′ δβ

ν′ δβ
α′ δβ

β′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4.9.16)
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εµναβεµν′α′β′ = −

∣∣∣∣∣∣∣

δν
ν′ δν

α′ δν
β′

δα
ν′ δα

α′ δα
β′

δβ
ν′ δβ

α′ δβ
β′

∣∣∣∣∣∣∣
(4.9.17)

εµναβεµνα′β′ = −2

∣∣∣∣∣
δα

α′ δα
β′

δβ
α′ δβ

β′

∣∣∣∣∣ (4.9.18)

εµναβεµναβ′ = −6δβ
β′ (4.9.19)

εµναβεµναβ = −24 (4.9.20)

4.10 Lagrange Equation

In classical field theory, the equation of motion is most important, and it is

derived from the Lagrange equation. Therefore, we review briefly how we can

obtain the equation of motion from the Lagrangian density.

4.10.1 Lagrange Equation in Classical Mechanics

Before going to the field theory treatment, we first discuss the Lagrange equa-

tion (Newton equation) in classical mechanics. In order to obtain the Lagrange

equation by the variational principle in classical mechanics, one starts from the

action S as defined

S =

∫
L(q, q̇) dt, (4.10.1)

where the Lagrangian L(q, q̇) depends on the general coordinate q and its velocity

q̇. At the time of deriving equation of motion by the variational principle, q and

q̇ are independent as the function of t. This is clear since, in the action S,

the functional dependence of q(t) is unknown and therefore one cannot make

any derivative of q(t) with respect to time t. Once the equation of motion is

established, then one can obtain q̇ by time differentiation of q(t) which is a

solution of the equation of motion. The Lagrange equation can be obtained by

requiring that the action S should be a minimum with respect to the variation

of q and q̇.

δS =

∫
δL(q, q̇) dt =

∫ (
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇

)
dt
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=

∫ (
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

)
δq dt = 0, (4.10.2)

where the surface terms should vanish. Thus one obtains the Lagrange equation

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0. (4.10.3)

Hamiltonian in Classical Mechanics

The Lagrangian must be invariant under the infinitesimal time displacement ε

of q(t) as

q(t + ε) → q(t) + q̇ε, q̇(t + ε) → q̇(t) + q̈ε + q̇
dε

dt
. (4.10.4)

Therefore, one finds

δL(q, q̇) = L(q(t + ε), q̇(t + ε))− L(q, q̇) =
∂L

∂q
q̇ε +

∂L

∂q̇
q̈ε +

∂L

∂q̇
q̇
dε

dt
= 0. (4.10.5)

Since the surface term vanishes, one obtains

δL(q, q̇) =

[
∂L

∂q
q̇ +

∂L

∂q̇
q̈ − d

dt

(
∂L

∂q̇
q̇

)]
ε =

[
d

dt

(
L− ∂L

∂q̇
q̇

)]
ε = 0 (4.10.6)

where the term in bracket is a conserved quantity, and thus the Hamiltonian H

is defined as

H ≡ ∂L

∂q̇
q̇ − L. (4.10.7)

4.10.2 Lagrange Equation for Fields

The Lagrange equation for fields can be obtained almost in the same way as

the particle case. For fields, we should start from the Lagrangian density L and

the action is written as

S =

∫
L

(
ψ, ψ̇,

∂ψ

∂xk

)
d3r dt, (4.10.8)

where ψ(x), ∂ψ
∂t

and ∂ψ
∂xk

are independent functional variables. Hereafter, we use

the notation of ψ̇(x) ≡ ∂ψ
∂t

. The Lagrange equation can be obtained by requiring
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that the action S should be a minimum with respect to the variation of ψ, ψ̇ and
∂ψ
∂xk

,

δS =

∫
δL

(
ψ, ψ̇,

∂ψ

∂xk

)
d3r dt =

∫ (
∂L
∂ψ

δψ +
∂L
∂ψ̇

δψ̇ +
∂L

∂( ∂ψ
∂xk

)
δ

(
∂ψ

∂xk

))
d3r dt

=

∫ (
∂L
∂ψ

− ∂

∂t

∂L
∂ψ̇

− ∂

∂xk

∂L
∂( ∂ψ

∂xk
)

)
δψ d3r dt = 0, (4.10.9)

where the surface terms are assumed to vanish. Therefore, one obtains

∂L
∂ψ

=
∂

∂t

∂L
∂ψ̇

+
∂

∂xk

∂L
∂( ∂ψ

∂xk
)
, (4.10.10)

which can be expressed in the relativistic covariant way as

∂L
∂ψ

= ∂µ

(
∂L

∂(∂µψ)

)
. (4.10.11)

4.11 Noether Current

If the Lagrangian density is invariant under the transformation of the field

with a continuous variable, then there is always a conserved current associated

with this symmetry. This is called Noether current and can be derived from the

invariance of the Lagrangian density and the Lagrange equation.

4.11.1 Global Gauge Symmetry

The Lagrangian density which is discussed in this textbook should have the

following functional dependence in general

L = iψ̄γµ∂
µψ −mψ̄ψ + LI

{
ψ̄ψ, ψ̄γ5ψ, ψ̄γµψ

}

which is obviously invariant under the global gauge transformation

ψ′ = eiαψ, ψ′† = e−iαψ†, (4.11.1)

where α ia a real constant. Therefore, the Noether current is conserved in

this system. To derive the Noether current conservation for the global gauge
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transformation, one can consider the infinitesimal global transformation, that is,

|α| ¿ 1

ψ′ = ψ + δψ, δψ = iαψ. (4.11.2a)

ψ′† = ψ† + δψ†, δψ† = −iαψ†. (4.11.2b)

Invariance of Lagrangian Density

Now, it is easy to find

δL = L(ψ′, ψ′†, ∂µψ
′, ∂µψ

′†)− L(ψ, ψ†, ∂µψ, ∂µψ
†) = 0 (4.11.3a)

which becomes

δL =
∂L
∂ψ

δψ +
∂L

∂(∂µψ)
δ (∂µψ) +

∂L
∂ψ†

δψ† +
∂L

∂(∂µψ†)
δ
(
∂µψ

†)

= iα

[(
∂µ

∂L
∂(∂µψ)

)
ψ +

∂L
∂(∂µψ)

∂µψ −
(

∂µ
∂L

∂(∂µψ†)

)
ψ† − ∂L

∂(∂µψ†)
∂µψ

†
]

= iα∂µ

[
∂L

∂(∂µψ)
ψ − ∂L

∂(∂µψ†)
ψ†

]
= 0 (4.11.3b)

where the equation of motion for ψ is employed.

Current Conservation

Therefore, one defines the current jµ as

jµ ≡ −i

[
∂L

∂(∂µψ)
ψ − ∂L

∂(∂µψ†)
ψ†

]
(4.11.4)

and one has the current conservation

∂µj
µ = 0. (4.11.5)

For Dirac fields, one finds the conserved current

jµ = ψ̄γµψ. (4.11.6)
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4.11.2 Chiral Symmetry

When the Lagrangian density is invariant under the chiral transformation,

ψ′ = eiαγ5ψ (4.11.7)

then there is another Noether current. Here, δψ as defined in eq.(4.11.2) becomes

δψ = iαγ5ψ. (4.11.8)

Therefore, a corresponding conserved current for massless Dirac fields becomes

jµ
5 = −i

∂L
∂(∂µψ)

γ5ψ = ψ̄γµγ5ψ (4.11.9)

and we have

∂µj
µ
5 = 0. (4.11.10)

The conservation of the axial vector current holds for massless field theory mod-

els.

4.12 Hamiltonian Density

The Hamiltonian density H is constructed from the Lagrangian density L.

If the Lagrangian density is invariant under the translation aµ, then there is a

conserved quantity which is the energy momentum tensor T µν. The Hamiltonian

density is constructed from the energy momentum tensor of T 00.

4.12.1 Hamiltonian Density from Energy Momentum Tensor

Now, the Lagrangian density is given as L
(
ψi, ∂0ψi,

∂ψi

∂xk

)
. If one considers the

following infinitesimal translation aµ of the field ψi and ψ†i

ψ′i = ψi + δψi, δψi = (∂νψi)a
ν ,

ψ†i
′
= ψ†i + δψ†i , δψ†i = (∂νψ

†
i )a

ν ,

then the Lagrangian density should be invariant

δL ≡ L(ψ′i, ∂µψ
′
i)− L(ψi, ∂µψi)
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=
∑

i

[
∂L
∂ψi

δψi +
∂L

∂(∂µψi)
δ(∂µψi) +

∂L
∂ψ†i

δψ†i +
∂L

∂(∂µψ
†
i )

δ(∂µψ
†
i )

]
= 0. (4.12.1)

Making use of the Lagrange equation, one obtains

δL =
∑

i

[
∂L
∂ψi

(∂νψi) +
∂L

∂(∂µψi)
(∂µ∂νψi)− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψi)
∂νψi

)]
aν

+
∑

i

[
∂L
∂ψ†i

(∂νψ
†
i ) +

∂L
∂(∂µψ

†
i )

(∂µ∂νψ
†
i )− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψ
†
i )

∂νψ
†
i

)]
aν

= ∂µ

[
Lgµν −

∑
i

(
∂L

∂(∂µψi)
∂νψi +

∂L
∂(∂µψ

†
i )

∂νψ†i

)]
aν = 0. (4.12.2)

Energy Momentum Tensor T µν

Therefore, if one defines the energy momentum tensor T µν by

T µν ≡
∑

i

(
∂L

∂(∂µψi)
∂νψi +

∂L
∂(∂µψ

†
i )

∂νψ†i

)
− Lgµν (4.12.3)

then, T µν is a conserved quantity, that is

∂µT µν = 0.

This leads to the definition of the Hamiltonian density H in terms of T 00

H ≡ T 00 =
∑

i

(
∂L

∂(∂0ψi)
∂0ψi +

∂L
∂(∂0ψ

†
i )

∂0ψ†i

)
− L. (4.12.4)

4.12.2 Hamiltonian Density for Free Dirac Fields

For a free Dirac field with its mass m, the Lagrangian density becomes

L = ψ†i ψ̇i + ψ†i
[
iγ0γ ·∇−mγ0

]
ij

ψj. (4.12.5)

Therefore, we find the Hamiltonian density as

H= T 00 = ψ̄i [−iγk∂k+m]ij ψj = ψ̄ [−iγ ·∇+m] ψ. (4.12.6)
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Hamiltonian for Free Dirac Fields

The Hamiltonian H is obtained by integrating the Hamiltonian density over

all space

H =

∫
H d3r =

∫
ψ̄ [−iγ ·∇ + m] ψ d3r. (4.12.7)

In classical field theory, this Hamiltonian is not an operator but is just the field

energy itself. However, this field energy cannot be evaluated unless one knows

the shape of the field ψ(x) itself. Therefore, one should determine the shape of

the field ψ(x) by the equation of motion in the classical field theory.

4.12.3 Role of Hamiltonian

The classical field Hamiltonian itself is not useful. This is similar to the classical

mechanics case in which one has to derive the Hamilton equations in order to

calculate physical properties of the system, and the Hamilton equations are

equivalent to the Lagrange equations in classical mechanics.

Classical Field Theory

In classical field theory, the situation is just the same as the classical mechanics

case. If one stays in the classical field theory, then one should derive the field

equation from the Hamiltonian by the functional variational principle.

Quantized Field Theory

The Hamiltonian of the field theory becomes important when the fields are

quantized. In this case, the Hamiltonian becomes an operator, and thus one has

to solve the eigenvalue problem for the quantized Hamiltonian Ĥ

Ĥ|Ψ〉 = E|Ψ〉, (4.12.8)

where |Ψ〉 is called Fock state and should be written in terms of the creation

and annihilation operators of fermion and anti-fermion. The space spanned by

the Fock states is called Fock space. In normal circumstances of the field theory

models such as QED and QCD, it is practically impossible to find the eigenstate
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of the quantized Hamiltonian. The difficulty of the quantized field theory comes

mainly from two reasons. Firstly, one has to construct the vacuum state which is

composed of infinite many negative energy particles interacting with each other.

The vacuum state should be the eigenstate of the Hamiltonian

Ĥ|Ω〉 = EΩ|Ω〉,

where EΩ denotes the energy of the vacuum and it is in general infinity with

the negative sign. The vacuum state |Ω〉 is composed of infinitely many negative

energy particles

|Ω〉 =
∏
p,s

b†
(s)

p |0〉〉,

where |0〉〉 denotes the null vacuum state. In the realistic calculations, the number

of the negative energy particles must be set to a finite value, and this should be

reasonable since physical observables should not depend on the deep negative

energy particles.

4.13 Variational Principle in Hamiltonian

Now, one can derive the equation of motion by requiring that the Hamiltonian

should be minimized with respect to the functional variation of the state ψ(r).

4.13.1 Schrödinger Field

When one minimizes the Hamiltonian

H =

∫ [
− 1

2m
ψ†∇2ψ + ψ†Uψ

]
d3r (4.13.1)

with respect to ψ(r), then one can obtain the static Schrödinger equation.

Functional Derivative

First, one defines the functional derivative for an arbitrary function ψi(r) by

δψi(r
′)

δψj(r)
= δijδ(r − r′). (4.13.2)
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This is the most important equation for the functional derivative, and once one

accepts this definition of the functional derivative, then one can evaluate the

functional variation just in the same way as normal derivative of the function

ψi(r).

Functional Variation of Hamiltonian

For the condition on ψ(r), one requires that it should be normalized according

to ∫
ψ†(r)ψ(r) d3r = 1. (4.13.3)

In order to minimize the Hamiltonian with the above condition, one can make

use of the Lagrange multiplier and make a functional derivative of the following

quantity with respect to ψ†(r)

H[ψ] =

∫ [
− 1

2m
ψ†(r′)∇02ψ(r′) + ψ†(r′)Uψ(r′)

]
d3r′

−E

(∫
ψ†(r′)ψ(r′) d3r′ − 1

)
, (4.13.4)

where E denotes a Lagrange multiplier and just a constant. In this case, one

obtains

δH[ψ]

δψ†(r)
=

∫
δ(r − r′)

[
− 1

2m
∇02ψ(r′) + Uψ(r′)− Eψ(r′)

]
d3r′ = 0. (4.13.5)

Therefore, one finds

− 1

2m
∇2ψ(r) + Uψ(r) = Eψ(r) (4.13.6)

which is just the static Schrödinger equation.

4.13.2 Dirac Field

The Dirac equation for free field can be obtained by the variational principle

of the Hamiltonian eq.(4.12.7). Below, we derive the static Dirac equation in a

concrete fashion by the functional variation of the Hamiltonian.
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Functional Variation of Hamiltonian

For the condition on ψi(r), one requires that it should be normalized according

to ∫
ψ†i ψi(r) d3r = 1. (4.13.7)

Now, the Hamiltonian should be minimized with the condition of eq.(4.13.7)

H[ψi] =

∫
ψ†i (r)

[−i(γ0γ ·∇)ij + m(γ0)ij

]
ψj(r) d3r

−E

(∫
ψ†i (r)ψi(r) d3r − 1

)
, (4.13.8)

where E is just a constant of the Lagrange multiplier. By minimizing the Hamil-

tonian with respect to ψ†i (r), one obtains

(−iα ·∇ + mβ) ψ(r)− Eψ(r) = 0 (4.13.9)

which is just the static Dirac equation for free field.
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